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Estudiante:

Editorial Book Mart presenta esta obra, generada a partir del Nuevo Modelo Edu-
cativo. Hemos puesto toda nuestra experiencia y esfuerzo para producir material
que realmente facilite y proyecte tu aprendizaje.

Nos damos cuenta de que t0 y tu presente exigen una mejor educacién, mas plu-
ral, democratica e incluyente. Sabemos que nuestro pais es diverso y contiene
una multiplicidad de identidades, perspectivas y culturas, a las cuales pertene-
ces. Reconocemos tu derecho a una educacion que te permita desarrollarte plena
y arménicamente como ser humano. Con todo ello en mente, y atendiendo los
nuevos programas de estudio, nuestro equipo de expertos ha elaborado cuidado-
samente este libro de texto para ti.

Esta obra te guiara de forma amena y creativa a través de los conocimientos de
esta asignatura, reconociendo tu creatividad y fomentando tu desarrollo. Las
actividades estan pensadas para que interacciones con tu entorno, a la vez que
aprendesy practicas las habilidades y actitudes que solicita el perfil de egreso del
bachillerato.

Este material didactico fomenta un aprendizaje integral. Por ello, ademés de cu-
brir los conocimientos tedricos, lograra desarrollar tus habilidades socioemocio-
nales, dialogar con las otras asignaturas de tu semestre, y fomentar tu sentido
de pertenencia y amor por México; también te ofrecerd recursos tecnolégicos de
vanguardia y fomentara tu apertura intelectual, tu sentido de responsabilidad, tu
autoconocimiento y tus habilidades de trabajo en equipo y colaboracién.

Ademas, encontraras herramientas que te permitirdn involucrarte mas en tu pro-
pia evaluacién de conocimientos, habilidades y actitudes, con el objetivo de ir
mas alla de las tradicionales evaluaciones sumativas o numéricas, y transitar ha-
cia evaluaciones verdaderamente formativas.

Te invitamos a sumarte a nuestro esfuerzo para lograr que tus aprendizajes sean
significativos y contribuyan a tu pleno desarrollo personal y social. Nuestro pais
tiene un importante reto educativo por delante, un reto que en este momento se
concentra en ti. Por ello, nos complace enormemente acompafiarte en este im-
portante trayecto de tu educacién media superior.

Cordialmente,
Book Mart




Encontrarés un panorama de lo
que aprenderas.

¢ Eje

» Componentes

» Contenidos centrales

= Contenidos especificos

» Aprendizajes esperados
Productos esperados

Se uhica al inicio y sirve
para identificar tu nivel de

conocimientos actuales. No
cuenta para tu calificacion.
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Esta seccidn, basada en el pro-
grama Construye T, esté disefiada
para desarrollar habilidades so-
cioemocionales, y con ello mejorar
el ambiente escolar en los plante-
les del nivel medio superior. Con
estas actividades aprenderas a
cultivar relaciones interpersonales
sanas, podras manejar tus emo-
ciones y saber cuando solicitar
apoyo para enfrentar de manera
positiva y asertiva las vicisitudes
de lavida en general.

visar e contenido.
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Esta secci6n presenta situaciones
y actividades que te ayudaran

a tomar decisiones para vislum-
brar oportunidades, aprender a
enfrentar riesgos y ubicar las
condiciones que pueden generarte
bienestar en el presente. Todo
ello, con la finalidad de que forjes
un plan a corto, mediano y largo
plazos, en el que logres potenciar
y aprovechar tus capacidades
para una vida plena y satisfactoria
en todos los ambitos.
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WS 20, e adada con

Cantidad de ding
8ana, especiaime,
nversion,

O que se
nte con ung

Estas actividades te permitiran
lograr los aprendizajes esperados.
Presta especial atencitn a

: las actividades destacadas

e o e en color morado, que vienen
e ' S ’ marcadas con una etiqueta de

: pues

son las necesarias para cubrir

lo requerido por el programa de
estudios de esta asignatura.

[ — » . Te preparara para la prueba

s 5

s 0 con el mismo nombre a través

urante cicr.

S ' - de preguntas relacionadas con
oo el contenido del libro.

Actividad al final de cada parcial,

- ; En ella tendras la oportunidad
sy de practicar todo lo que has
aprendido. Incluye una ribrica de
evaluacién.




;Cdmo interpreto graficamente el crecimiento lineal?.........
;Qué caracteriza al crecimientono lineal?....................

Aproximacion del area mediante rectangulos.................
Aproximacion del drea mediante trapecios...................
Aproximacidn del area mediante rectangulosinscritos........

Areabajolafuncidn. ... ...
Area bajo la funcién constante............c.oooiiiiniiiiinn
Areabajolafuncidnlineal...............ooiii
Area bajo la funcién cuadrdtica..........cooiiiiiiii

Area bajo una curvadel tipoy=x"........c....ciiii.

;Por qué las medidas de la acumulacién resuttan dtiles para el tratamiento de diferentes situaciones

COMEEXEUBIES . . o ettt et et e e e e e e e e e e

;Qué significaintegrar una funcion?.....................
Propiedades de la integral indefinida, ...................
;Qué patrones reconoces para la integrat de x, x%, X*7...

Primera parte del teorema fundamental del calculo. .. ..




Integral de las funciones polinomiales....................
integral de las funciones trigonométricas y sus inversas, .,

Integral de la exponencial y del logaritmo. ., .. ..

Técnicas para obtener la antiderivada . .

Cambio devariable,........

Integracion por partes. ... ..

Fracciones parciales........

Sustitucion trigonométrica.............
Potencias de funciones trigonométricas. . .. ....

Tratamiento analitico de las integrales definida e indefinida

Sumade RIemMann. ... ..ot e
Larelacidnentre el dreay laintegral definida, . ....ooovveeiviivnnnnnin,
Segunda parte del teorema fundamental def cdlculo,....................

:Qué tipo de procesos se precisan para tratar con la acumulacién
y su medida, propiedades, relaciones y representaciones? ....................

ow i v ue e s b anar st et r e s ne s e

?

Célculo de longitudes, dreas y vollimenes generados por curvas
¢Podrias imaginar el lenado y vaciado de un recipiente en términos de la integracién

L

Efemplos de la cinemadtica y su interpretacion contextual ...

;Qué es la integral en ese contexto de la fisica
¢Integrar la funcion velocidad, integrar la funcidn aceleracion?............coccoe i,




Efectiia lo que se pide.

1. Resuelve en tu cuadernc las operaciones.

(98-0.25-14)"
(2-2)(0.28+7.58)

3

+ —(85(—0.25)+85)—% 37

~1(85(~0.25)+85)~>

A

10 100 1000 '~410000 | 4 100000 1000000
510, 410, 31000, 10000, 3100000,

(78+39) -(78-39)"
‘(-90+14)2 ~(-90-14)’

4437

En tu cuaderno escribe las ecuacionesy traza la gréfica de los objetos.

Una linea recta que
pase por el punto (-1,
1) y con pendiente

Una linea horizontal
que pase por el eje Y
en el punto (0, 5).

Una linea recta que
pase por el origen y
con pendiente igual a

un medic.

Una  circunferencia
unitaria con centro en
el origen.

La grafica de la fun-
ciones senoy coseno.

iguala -1.

Una - circunferencia
que pase por los pun-
tos (0,4), (9,0)y (1, 1).




4. Sinusar la calculadora escribe el valor de las funciones trigonométricas.

cos(m) =

sen

tan{0) =

sen{0)cos(0.75) =

T
cos| —
4

sen*(-0.1) + cos¥(-0.1) =

5. Enelespacio escribe la definicion y un ejemplo de cada uno de los conceptos.

Algebra

Usos de los nimeros y sus propiedades.

Algebra

Usos de los niimeros y sus propiedades.

Geometria analitica

Los lugares geométricos basicos.

Geometria y trigonometria

Relaciones e identidades trigonométricas.

Calculo diferencial

Relacionesy funciones.

Polinomios.

La derivada.
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» Aproxima el drea bajo una curva » Construir una aproximacion del
mediante rectangulos inscritos, drea por medios diversos.
se mide o calcula el drea de éstos - Comparar el valor del 4rea por
yseestimaelvalordeldreabajo & medio de rectangulosy de
la curva. ,  trapecios inscritos.

- Compara los ,resultados » Aproximar el valor del &rea bajo
de diversas técnicas de | Unacurvadeltipoy=x.
aproximacion.

» Encontrar el desplazamiento de

» Acota el valor del drea bajo la un mévil, dado su velocidad.
curva, aproximando por excesoy
por defecto. Usa ambos métodos
de aproximacién: rectangulos y

« Reconocer y argumentar las
relaciones entre posicion,
velocidad y aceleracion para

trapecios. . . . .
funciones polinomiales basicas.

» Calcula el area debajo de curvas
conocidas, como graficas de
funciones lineales, cuadraticas
y cibicas entre dos limites de
integracion.

s Interpreta, por extensién o
generalizacidn, el area bajo la
curva de gréficas de funciones
trigonométricas basicas (senoy
coseno).




Para reflexionar

;Alguna vez has dicho algo que no debias en un atague de enojo o tristeza y luego te has arre-
pentido?

;Has actuado arrebatadamente sin saber por qué?

Nuestro objetivo

Controlar nuestras emociones y tomar acciones de manera calmada.
Paso a paso

;Te ha ocurrido que en momentos complicados actGas de manera impulsiva sin saber exacta-
mente por qué tomaste esas decisiones? Para evitar que este tipo de cosas te sucedan, toma
aire de una manera lenta y controlada, recuerda siempre: respira.

A continuacién, te damos una técnica de respiracion:

-

Toma aire profundamente por la nariz, mientras ob-
servas coémo tu mano colocada en el vientre se alza.
Realiza una pausa y libera el aire por la boca lenta-
mente. Repite esta secuencia al menos durante 10
minutos.

Haz una pausa y sigue la técnica descrita, después responde estas preguntas:

;Te sientes diferente? Describe qué sentiste antes, durante 'y después de seguir la técnica.

Para terminar

Evitar que tus emociones te dominen puede ser complicado, pero con un poco de practica y
paciencia, notaras un cambio y actuaréas de mejor forma en situaciones complicadas.




A lo largo del semestre desarrollaremos tu Proyecto de vida, con el propdsito de clarificar qué de-
seas para ti y puedas tomar decisiones para marcar la direccidon de tu futuro, asi como reflexionar
acerca de las implicaciones que tiene en tu vida el hecho de llevarlo a cabo.

Organiza la informacidn de tu Proyecto de vida.
L. Copiaycompleta en tu cuaderno la tabla.

Escribe en la primera columna las metas mds importantes que deseas lograr. Agrega las filas que
sean necesarias.

Unavez que organizaste la informacidn en la tabla, léela con atencidn para tener un panorama de
qué implica el planteamiento de tu Proyecto de vida.

Escribe por qué consideras importante elaborar un Proyecto de vida.

Elabora un organizador grafico en el que incorpores frases que te motiven a trabajar dia con dia
en tu Proyecto de vida, incluye tus metas para que las tengas presentes todo el tiempo. Coloca
este organizador en un lugar visible en tu casa. Utiliza este esquema para hacer un eshozo y enri-
quécelo paulatinamente.

Proyecto de vida de:




Galileo Galilei.

Eppur si muove es una frase
atribuida a Galileo Galilei.
La historia dice que pro-
nuncié esta frase después
de ser obligado a retractar-
se por el modelo heliocén-
trico ante el tribunaldela
Santa Inquisicion.

Eppur si muove (Y, sin embargo, se mueve).

Galileo Galilei, 1633.

Todo cambia, a veces nos gusta el cambio y otras veces no, pero al final todo esté en
constante cambio, por ejemplo:

La Tierra gira alrededor del Sol, y éste se mueve a lo largo de la Via Lactea, la cual se
expande en el universo.

Ti has crecido desde que naciste, has cambiado de gustosy de pasatiempos.

3. Elprecio de compra/venta del pesoy del délar.

Aunque esto te pueda parecer normal, el cambio ha detonado muchos de los grandes
descubrimientos de la humanidad. La curiosidad nos ha llevado a estudiar c6mo cam-
bian las cosas y por qué cambian, cémo explicar el cambioy sobre todo, cémo sacarle
provecho. Si no lo crees, imagina, ;qué harfas si tuvieras una féormula magica que te
permitiera adivinar el precio del délar del dia de mafiana? Una férmula asi te permitiria
volverte la persona mas rica del mundo, ;sorprendente, no?

En esta unidad aprenderas cual es el papel de la matematica y el cambio, vas a conocer
cdmo representar el cambio visualmente y a caracterizar algunos tipos particulares de

By

Antes de iniciar, es bueno especificar con qué vamos a trabajar. Los ejemplos anteriores
los podemos dividiren:

Cambios cuantitativos.

2. Cambios cualitativos.




Eje: Pensamiento y
lenguaje variacional

Los cambios cuantitativos son aquellos que podemos cuantificar, es decir, los pode-
mos describir usando nimerosy relaciones matematicas. Los cambios cualitatives son
aquellos que no se pueden describir con nimeros, por ejemplo, los cambios en tu forma
de pensar a lo largo de tu vida. De ahora en adelante sélo nos vamos a enfocar en los
cambios cuantitativos.

En tu curso de Calculo diferencial estudiaste los conceptos de funcién, graficas y fun-
ciones crecientes y decrecientes, revisa esos temas, ya que te seran Utiles en este curso.

Analicemos un ejemplo. El sefior José vende revistas y periddicos todos los dias, el pe-
riodico mas popular Fake News tiene un precio de $15y la revista Memes México cuesta
$23. Adon José le interesa conocer cudnto dinero recibira por vender cada periddico y
cada revista, asi que decidi6 hacer una tabla para apoyarse con los precios para el caso
de los periddicos:

25 $375
50 $750

La funcion es:

¢La relacion descrita por la tabla anterior te recuerda a alguna funcién en particular?
Ayuda a don José y escribe qué expresién algebraica determina cudnto dinero debe re-
cibir por cada periddico vendido y dibuja la grafica en el plano cartesiano previo.

La funcién anterior es un ejemplo de una funcidn lineal creciente. Las funciones lineales
crecientes tienen por caracteristicas:

%. Sondelaformay=mx+b,dondemy b son dos nimeros constantes, con m positivo.
2. Lagréfica de éstas siempre es una linea recta y describe una funcién creciente.

{Crees que en el caso de las revistas también serd una funcién lineal creciente? Para
corroborar tu respuesta, elabora en tu cuaderno una tablay una gréfica para las revistas.

Betividad

4 Realiza lo que se pide.

1. Describe en el espacio cdmo serfa una funcién lineal decreciente.



2. De estasimagenes, encierra las funciones lineales crecientes y tacha las funciones lineales
decrecientes.

>

3. En tu cuaderno, escribe la expresion algebraica que corresponda con cada una de las gra-
ficas anteriores.

4. Analizalas situaciones, escribe en tu cuaderno la funcion que describe cada una y bosqueja
su grafica.

Don José ahora también vende la revista Mexicolandia, a un precio de $35, pero por
promocién introductoria, cada revista cuesta cinco pesos menos. Aytdalo a describir el
dinero que recibe al vender las revistas.

Sofia maneja un autobus escolar a una velocidad constante de 45 km/h. Ayudala a des-
cribir cuanta distancia recorre en funcidn del tiempo.

Luis tiene ahorrados $155 pesos y empez0 a trabajar ayudando a don José, ganando $45,
por cada dia que le ayuda. Explica cuanto dinero tendra Luis después de 30 dias de trabajo.

-

5. Buscaen tulibro de Cdlculo diferencial o en cualquier otra fuente, las definiciones y propieda-
des de la derivada, funciones crecientes y decrecientes, y los criterios de la primera y segunda
derivada. Elabora en tu cuaderno un mapa mental con lainformacién que encuentres.

Como te habras dado cuenta en la seccién anterior, el crecimiento lineal es muy facil de entendery de
caracterizar, el gran problema del crecimiento lineal es que casi nunca va a resolver alguna situacion
del mundo. Por ejemplo: dejamos caer una pelota desde un edificio de 75 metros de altura, ;qué dis-
tancia habra recorrido la pelota a los dos y tres segundos?

(38




Eje: Pensamiento y
lenguaje variacional

De tus cursos de Fisica recordaras que la distancia recorrida por un objeto en caida libre est de-
terminada porlaférmula d=1gt*, donde g es la constante de gravedad y t es el tiempo en segun-
dos. Para fines practicos, en este libro consideraremos que la constante de gravedad es 9.8 m/s?,
por lo tanto, tenemos que la distancia recorrida a los dos y tres segundos es 19.6 metros y 44.1
metros, respectivamente.

Sitienes dudas de las formulas de caida libre visita la liga http://bkmrt.com/btdUnJ.

En este ejemplo tan sencillo y cotidiano, apreciamos que la velocidad no crece linealmente. Hay
varias formas de ver esto:

La funcién d =1gt* no es lineal, es decir, no es de la forma y=mx+b. Observa que hay un ex-
ponente cuadratico.

La grafica de la funcién d=1gt* nodescribe una linea recta. Corrobora esto, trazando la gréfica
en tu cuaderno.

Veamos otro ejemplo. Anita trabaja en un importante laboratorio y hoy se encuentra estudiando el

comportamiento de cierto gas ideal. Después de varias mediciones a lo largo del dia, Anita obtuvo
la gréfica:

¢Crees que el comportamiento del gas responde a un "y
crecimiento o decrecimiento lineal? Justifica tu res- =i
puesta.

Como puedes notar, hay muchas situaciornes que son importantes en la vida diariay que no tienen
un crecimiento o decrecimiento lineal, es por eso que debes aprender a distinguir de una manera
sencilla cuando algo es lineal o no. Afortunadamente, es facil decir cudndo algo no es lineal. A
continuacion, se presenta una lista de caracteristicas de cambios no lineales:

La funcién que describe el cambio no es lineal cuando no es de la formay =mx+b,donde my
b son nimeros reales.

. lagréfica que describe el cambio no es una linea recta.

Sila funcién que describe el cambio es derivable, y su primera derivada no es constante.

La funcién tiene un maximo o un minimo.




Estas propiedades pueden ser Gtiles para determinar de manera facil cuando un comportamiento
matematico es lineal o no, pero ten cuidado, siempre debes analizar todos los elementos de la
funcién para determinarlo.

Volvamos al caso de Anita, en esta ocasion recuerda que la ley de gasesideales diceque P V =PV,
donde P,y P, son la presiony V, y V, los volumenes del gas, en dos momentos diferentes. El gas
que estudia Anita tiene como valores iniciales P, = 1 atmy V, =100 cm?, por lo tanto, la funcién que
describe el comportamiento del gas es V, =lpozﬂ ,la cual claramente no es una funcidn lineal, ya que

en el denominador aparece la variable independiente P..

Es muy importante que siempre prestes atencién a toda la informacion, por ejemplo, analicemos
dos iméagenes.

¢Delasimagenes, cual crees que es la funcién lineal creciente? Escribe en tu cuaderno las razones
de por qué laimagen que elegiste es la funcidn lineal y la otra no.

Con este ejemplo, puedes observar la importancia entre “parecer una linea recta” y ser efectiva-
mente una linea recta. Cuando trabajes, siempre debes estar seguro de todas tus respuestas y de
justificar de manera correcta tus argumentos.

Realiza lo que se pide.

1. Enlassituaciones, tacha la casitla correcta. Justifica en tu cuaderno cada una de tus res-
puestas.

Larelacién de la cantidad de agua que sale de una toma a presién
constante contra el tiempo.

La relacion de tu edad y tu estatura.

La relacion dada porla funcion y = 22 + x — 2.
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A finales del siglo XVIlI, y comienzos del XIX, las obras de un
gran nimero de matematicos ya reflejaban la necesidad obje-
tiva de emprender la construccién de la teorfa de limites como
base del analisis matematico y una reconstruccién radical de
este Ultimo, en la que fueron determinantes la clarificacién
del concepto de funcién, la aparicién de nuevos problemas
matematicos y fisicos, y la evolucién de la ensefianza de la
matematica que tras la Revolucién francesa pasa a ser una
disciplina obligatoria en la Escuela Normal Superior y en la
Politécnica, pues Napoledn Bonaparte, como buen artillero,
conocia y respetaba la matematica como disciplina y fue el
gran impulsor de esas escuelas, las cuales atin perduran con
éxito. Los mateméticos se ven obligados a ensefiar anilisis
matematico y, por tanto, tienen que apoyarse en unas bases rigurosas.

Ele: Pensamiento y
tenguaje variacional

Larelacién dada por la funcién y=l_+_)i Si No
| X
Larelacién del precio del délar contra el peso en el afio anterior. Si No

En el espacio escribe dos situaciones de la vida diaria donde exista un cambio linealy escri-
be otras dos situaciones de cambio no lineal. Todos los ejemplos deben ser cuantitativos.

i 1
i !

De estos matemadticos se destacaron Augustin-Louis Cauchy y Karl Weierstrass, quienes pro-
pusieron sus definiciones de limite en 1821 y 1826, respectivamente.




el 4rea mediante rectangulos

Durante tu educacidn basica pasaste mucho tiempo me-
morizando férmulas de diferentes regiones geométricas
como tridngulos, rectdngulos, circulos, etcétera. Estas
férmulas son muy Utiles para diferentes situaciones de la
vida, por ejemplo, cuando quieres pintar tu casa y nece-
sitas conocer la superficie total que vas a pintar o si vas
a comprar un terreno y el precio te lo dan en metros cua-
drados, entre otros casos. En esta seccion aprenderas a
aproximar las areas de diferentes regiones, para ello, pri-
mero necesitamos un concepto nuevo.

Dada una funcién f:R — R, denotaremos al drea bajo la
curva fde x,a x, a la region delimitada por los puntos ()
0), (x,, 0), (x,, flx,)) y (x, fix,)). Siel area queda bajo el gje X,
serd negativa, si es al contrario, seré positiva.

Veamos un ejemplo, considera la funcién dada por f(x) =
xy considera los puntos 0y 5. En la imagen marcamos los
puntos y la parte sombreada corresponde al area bajo la
curva de 0 a 5. Observa que la region solo comprende una
parte de la grafica y queda delimitada por los puntos y el
eje X.

Con esta nueva nocién, podemos preguntarnos: ;cual es
el 4rea bajo la curva de 0 a 5 de la funcién anterior dada
en unidades cuadradas? En este caso es sencillo, ya que
la regién es claramente un tridngulo rectéangulo, asi que
el rea sera:

(5-0)5

A= =12.5u%,

ya que la base y la altura miden 5 unidades.




Eje: Pensamientoy |
lenguaje variacional |

En general, si uno tiene una funcién arbitraria, determinar el area bajo la
curva puede ser una tarea complicada y, en algunas situaciones, dar un

\ Ay
valor exacto serd imposible. Por ejemplo, considera la funcién f(x) = x2, \ 1

¢cémo puedes determinar el 4rea bajo lacurvade0a3?

Veamos cdmo resolver la pregunta anterior. Recuerda que siempre hay que \ ]
iniciar con ideas sencillas, generalmente son las que mejor funcionan. e

De las regiones que conoces, jcuél es la mas sencilla de calcular? Una ¢ o
respuesta valida es el rectangulo, y justo es la figura que usaremos en esta :

seccion. Observa qué pasa si consideramos el rectdngulo con vértices en los puntos (0, 0), (0, 9),
(0,3)y (3,9).

Nota que el drea azul delimitada por este rectangulo \
es mayor al drea que nos interesa. ;Qué te parece si
ahora ponemos dos rectdngulos?

\
\
\

En la imagen se aprecia que ahora la regién azul se
parece mas a la regidn que nos interesa, alin es ma-
yor, pero ya es mas préxima. Podemos colocar tantos
rectdngulos como queramos, esto nos da lo siguiente,

Para aproximar con n subdivisiones usando rec-
tangulos el 4rea bajo lacurva de X,ax,, donde es un nimero natural, haz lo siguiente:

Subdivide el intervalo de X, ax enn pedazos del mismo tamafio.

«. Enumera de manera creciente los puntos que creaste con la subdivisién, por ejemplo, XX,
2

'S

n

- Calcula el drea de los rectangulos que tienen de vértices los puntos (. 0), (., fix L)), (x_, ., 0)
yx ..,flx  )),dondemvade0an—1.

m+1

Suma las areas.

Veamos en nuestro caso, qué pasa al aproximar el drea bajo la curva de 0 a 3 con seis subdivisiones
usando rectangulos. Sigamos el procedimiento anterior ]

4 Y 3
paso a paso: I ,

.

Subdividimos el intervalo, en este caso los puntos
seran0,0.5,1,1.5,2,2.5, 3.

Enumeramos los puntos como X, = 0,x,=0.5x,=1,
X, =15, X,=2, X =25, X, =3.

En la tabla estan todas las dreas de los rectangulos: Sura

P

La aproximacién, en este caso es: 0.125 + 0.5+ 1.125 + 2 + 3.125+4.5=11.375.




Este proceso parece largo y abstracto, pero no te preocupes, mas adelante aprenderas algunas
formulas para realizarlo de una manera fécil, y veremos en algunos casos cual es el significado
detras de todo esto. Por ahora, algunos consejos son:

. Para dibujar todo mas facil, cambia la escala de tus ejes Xy Y de manera libre, observa que eso
hicimos en la imagen anterior. Sélo asegdrate de que tus célculos estén bien hechos y no te
guies nada mas por el dibujo.

Usa papel milimetrado para trazar tus dibujos de una manera mas precisa.

Realiza lo que se pide.

1. Completa el ejemplo de la seccidn anterior llenando la tabla. Elabora los dibujos corres-
pondientes para los casos con 2, 4y 8 rectangulos.

1 8
2 10
4 : 15

. Talcual sunombre lo dice, este método es sélo una aproximacion, para corroborarlo calcu-
la el 4rea bajo la curva de la funcion f(x) = 5x, de 0 a 10, usando las formulas que ya conoces.
Posteriormente llena la tabla.

Iad

1 10
2 20
5 50

;Qué crees que pase si cada vez tomamos mas subdivisiones? Escribe en tu cuaderno tus
razones y elabora el dibujo correspondiente para 2, 5y 10 rectangulos.

filx) =-9x +4 flx) =x°
fix)=x*+2 fx) =x* +x
fix)=1 fx)=1

Justifica todas tus respuestas en tu cuaderno y elabora al menos un dibujo de cada funcién.




Eje: Pensaimiento y
lenguaje variacional

iAparte de la férmula del 4rea del rectangulo se te
ocurre alguna otra formula sencilla? La respuesta mas
natural esladel tridangulo, es muy sencilla de recordar:
la base por la altura sobre dos, desafortunadamente
usar tridngulos no funciona muy bien para aproximar
el area bajo la curva, pero podemos combinar rectan-
gulosy tridngulos para crear un nuevo método. Vamos
b a verlo en accion.

Como en la seccién anterior, considera la funcién f(x)=
X*yvamos a aproximar el drea bajo la curvade 0 a 3, para ello considera la imagen de arriba. Como
puedes apreciar, ahora tenemos un tridngulo y dos trapecios T y T,, a los trapecios les colocamos

unas lineas auxiliares para facilitar las cuentas. Ahora calculemos las areas de los objetos que
construimos:

Asi que usando trapecios pode-
mos decir que el drea aproximada
bajo la curva es 9.5.

Este método requiere de méas cuen-
tas, pero funciona mejor que el de
rectangulos. En la imagen tenemos
la aproximacién del drea bajo la
curva usando seis trapecios. Ob- ‘
serva que las regiones se parecen o - % o o
mas y en este caso, el 4rea aproxi-
mada es 9.11.

¢Cudl crees que sea el drea bajo la curva? Escribe en tu cuaderno el valor que consideres correcto
Y tus razones, mas adelante sabremos el valor correcto.

Veamos otro ejemplo un poco mas complicado. En esta ocasion, la regién bajo la curva tiene una
parte sobre el eje Xy otra parte debajo del eje X, as que debes ser mas cuidadoso.

Considera lafuncién f(x) =x*y aproximemos el drea bajo lacurva de -5 a 5 con cuatro subdivisiones
usando trapecios. A continuacién tienes la imagen de la regién que nos interesa y el valor del rea
de cada trapecio, recuerda que la regién que quede debajo del eje X debe tener signo negativo.




o p.f - Trdngulo.2

Trapecio 1

4
Trapecio 2

-10

En este caso, la aproximacion usando trape-
cios nos dice que el area bajo la curva de -5
a5 esigual a 0. ;Qué quiere decir esto? Su-
cede que el area que esta debajo del eje X es
exactamente igual al drea que estd sobre el
eje X, por eso {a suma da cero, como puedes
observar, es muy importante tener en cuenta
los signos de las regiones, recuerda: scbre el
eje X es positivo, debajo del eje X es negativo.

Ahoravamos a aproximar el area bajo la curva
de fa misma funcién de -10 a 2, usando tres
trapecios y dos triangulos, observa que es la
primera vez en que la subdivision del interva-

2y w» En la figura de la izquierda

2 .

esta laregién que nosinteresa
y los trapecios. Observa cémo
cambiamos la escala para vi-
sualizartodos los trazos.

X

Calculemos la aproxima-
cion, para ello, observa que
en este caso tenemos tres
trapecios, empezando de
izquierda a derecha y dos
tridngulos, aunque no se
aprecian del todo en la ima-
gen por la escala que hemos

usado, es importante destacar que el segundo trlangulo queda sobre el eje X. En este
Caso sus areas son:

7 Por lo tanto, la aproximacién del area baj
= [xsix=0 que la mayor parte de la regidén que nos
. Lx six <0 que tengamos un area negativa, solo nos
debajo del eje X.

o la curva es de -2715. El signo menos indica
interesa queda debajo del eje X, no significa
dice si la mayor parte del drea queda sobre o

A veces interesa el drea de la regidn, sin importar si queda sobre o debajo del eje X, lla-
memos area absoluta bajo la curva de la funcion fx), dex ax, al areabajo la curvade

la funcion |f(x)|, de x, a x,. Mas adelante ve
las sutilezas que hay.

remos ejemplos y propiedades para entender

4
=

-
4
e




Eje: Pensamiento y
lenguaje variacional

5 . L
) ¢ Realiza lo siguiente.
35 1. Entucuaderno, grafica las funciones f(x) y las funciones [f(x)], ten cuidado con los
el dominios de definicién.
j: fx) = x )= fx) = x2
al Lo fx)=4 L) =Ext+x flx)=x+2
b}

2. Siguiendo los pasos de la seccién anterior, aproxima el drea absoluta bajo la cur-
a va de la funcion f{x) = x*, de —10 a 2, usando tres trapecios y dos tridngulos. ;Cual
5 es la diferencia con el resultado de la seccidn anterior? Escribe tus ideas en tu
a cuaderno, recuerda justificar cada una.
3 3. Entucuaderno, aproxima las areas absolutasy las areas bajo la curva de las fun-

ciones, con 2, 5y 10 subdivisiones, usando los trapecios y los tridngulos necesa-
rios. Recuerda hacer todas las cuentas y tener en cuenta los signos.

Z f(X)=-10x+1.De~5a5. - f)=x2+x.De-Tal, ) =x*-x.De-10a0.
o fx) = |x|. De =100 a 100. f(x)==.De0.25a4. f(x)=2.De-42a-0.25.
j- + f{x)=x. De-100 a 100. o fx)=x.De-2a2. fix)=senx.De0am.

4. Entucuaderno, aproxima el rea bajo la curva dela funcién f(x)=+v1-x*,de0a
- 1,con 2,5y 10 subdivisiones, usando trapecios. ;Qué sucede si multiplicas el n-
e mero que obtuviste en cada caso por cuatro, se parece a alglin nimero familiar?
s Escribe todas tus ideas.
e 5. Entu cuaderno, aproxima las dreas bajo la curva de las funciones flx) =x* + 10,
S glx) =x -8y flx) + glx), de 0 a 10, con 5 y 10 subdivisiones, usando trapecios.
e ¢Como se relacionan las dreas bajo las curvas de las funciones fix) y glx) con re-
lacién a su suma?
s

- En tu curso de Geometria y trigonometria viste los conceptos de poligonos inscritos y
circunscritos, ademas, usando poligonos aprendiste a aproximar el valor de it por de-
fecto y por exceso, es decir, por valores mas pequefios y por valores mas grandes. Por
ejemplo, en la imagen tenemos los poligonos inscritos y circunscritos de cinco y seis
lados, y las aproximaciones son:




Una de las consecuencias de este método es que al
aproximar por defecto y por exceso, podias calcular
1t de una manera mas confiable. Usemos esta misma
idea para aproximar el drea bajo la curva, primero
trabajemos con rectangulos.

Consideremos la funcién f(x) = x* y aproximemos el
area bajo la curva, de 0 a 3, usando rectangulos ins-
critos. Primero subdividimos el intervalo de 0 a 3, en
tres partes iguales y dibujamos los rectangulos.

En laimagen aprecia cémo ahora los rectdngulos es-
tan debajo de la region, en este caso vemos que:

Sélo hay dos rectangulos, esto es porque en el intervalo de 0 a 1 no se puede dibujar

ningln rectangulo.

La aproximacién sera un tanto mala, la regién azul es muy pequefia, comparada con

la roja.

aY

7 Ahora subdividimos el intervalo 0

a3enseis partesigualesyveamos

qué sucede con la aproximacion.

En este caso, tenemos un total de
cinco rectangulos, en la tabla es-

tan sus areas:

Al sumar las areas de los rectangulos, decimos
que la aproximacion por defecto bajo la curva de
f(x) = x, de 0 a 3, con seis subdivisiones usando
rectangulos es 6.89.

Ahora aproximemos el drea bajo la curva de la
funcion f(x) = x3, de -10 a 2, usando rectangulos
inscritos. En la imagen ves como queda, usando
cuatro subdivisiones y en la tabla estan las areas de
los tres rectangulos que aparecen:




al
lar
na
'ro

ar

n

Sumando las dreas,
concluimos que esta
aproximacion da en to-
tal =1224. Observa que
usando triangulos ins-
critos, la aproximacion
es peor que usando
trapecios, pero es mas
sencilla de calcular. En
la siguiente unidad es-
tudiaras las ventajas de
cada método, por ahora
es importante que re-
fuerces lo aprendido en
las Gltimas secciones.

¢Qué crees que suceda
si aproximamos el drea
absoluta bajo la curva
de la funcion f(x) = x°, de ~10 a 2, usando rectangulos inscritos, cual crees que sea el
valor aproximado? Averigiiémoslo, para ello usemos, igual que en el ejemplo anterior,
cuatro subdivisiones.,

En laimagen ves cémo quedaria la regién que nos interesa determinary los rectangulos
inscritos que construimos. En este caso, las 4reas de cada rectangulo son:

Sumando las areas, concluimos que la aproximacién es 1224. Observa que la aproxi-
macion del 4rea absoluta bajo la curva y del 4rea bajo la curva sélo difiere en el signo,
después veras mas funciones con esta caracteristica y algunas férmulas para calcular
las dreas mas rapido. Para finalizar la leccién, introducimos mds vocabulario. Dada una
funcion f:R — Ry dosreales X, <x, llamaremos:

Una particidn P a una subdivison del intervalo de X,ax,.

Suma superior con respecto a la particién P a la aproximacién por exceso usando
rectangulos.

Suma inferior con respecto a la particién P a la aproximacién por defecto usando
rectangulos (aproximacién usando rectangulos inscritos).

- Suma trapezoidal con respecto a la particion P a la aproximacién por exceso usan-
do trapecios.

Eje: Pensamionts y
lenguaje variacional

Visita la liga para generar
mas ejemplos y ver cémo
se realizan las aproxima-
ciones.

blkkmrt.com/CTIGKv




Completa la tabla con la informacién que se solicita. Efectda en tu cuaderno las cuentasy los
dibujos necesarios.

De0ab5,conuna
particion de 10 S, = S =
partes.

De0al0,conuna
particion de 10 S, = S =
partes.

De 02 20,conuna
particion de 20 S, = S =
partes.

Con mucho cuidado, completa la tabla.

De0a 10,conuna

particion de 10 partes. 3= 5=
De0a10,conuna S - S =
particién de 25 partes. ! 2
De0al0,conuna S - S =
particién de 50 partes. ! 2

Posteriormente, usando papel bond o varias hojas milimetradas, traza un dibujo del altimo ren-
glén de la tabla. Aparte, escribe tus razones de qué método es mejor y cual es mas rapido. Al final,
. integra todo esto a tu portafolio de evidencias.




¢Alguna es mejor? ;En gué circunstancias?

Hasta este momento, has visto tres maneras diferentes de N
aproximar el area bajo la curva, es posible que ya prefieras y
una sobre las demas, pero, ;realmente serd la mejor? En
esta seccién analizaremos los tres métodos con sus venta-
jas y desventajas.

Iniciemos con un ejemplo muy sencillo, del cual conoce-
mos su drea de antemano. Trabajemos con un tridngulo
isosceles cuyas medidas son: 5 unidades de los lados igua-
les y del tercer lado 6 unidades.

En laimagen, estd la figura con la cual vamos a trabajar, en este caso, la altura del tridngulo es de
4 unidades, por lo tanto, su drea es 12 unidades cuadradas.

Convertimos este calculo en uno de los que hemos trabajado, para ello, primero debemos dar
una funcion cuya gréfica sean los dos lados iguales del tridngulo. ;Se te ocurre cémo construir la
funcién? La manera de hacerlo es por partes, si no recuerdas las funciones definidas por partes,
consulta tu libro de Cdlculo diferencial. En este caso la funcién que nos interesa es:

4—;~si05xs3
f(X)= 3
4x .
8——3— Si3=x=<6

observa que la funcién consta de dos partes lineales.

Ahora que ya tenemos la funcién, calculamos las sumas inferiores, superiores y trapezoidales con
una particion de 12 partes. En la tabla estd toda la informacién.

De0a6,conuna
particion de 12
partes.




De0ab,conuna
particion de 24

' | ... parttes.

L
w
O

Observa las imagenes cuando la particioén consta de 12 partes.

En este sencillo caso, aprecia algo:

Si la funcién es lineal por trozos o no, su drea se calcula usando las formulas que conoces y
coincide con la suma trapezoidal.

Cuando la funcién es lineal, sin importar la particién, el promedio de la suma superior e infe-
rior es siempre el mismo, eso quiere decir que los dos métodos son igual de buenos.

AY

#

0.8

0.6

0.4

0.2

L &3

Este ejemplo nos dice también que si queremos hacernos de una
mejor idea, debemos de trabajar con funciones que no sean linea-
les. Tomando en cuenta esto, ahora aproximemos el area de un cir-
culo de radio uno. Por las férmulas que conoces, este circulo tiene
reaTt, ahora veamos que sucede con los demas métodos.

Primero necesitamos una funcion, desafortunadamente la
circunferencia no es la grafica de una funcién (;recuerdas por
qué?, ;qué pasa si dibujas una linea vertical que pase por el ori-
gen?), pero debido a las simetrias del circulo tenemos una so-
lucién. Trabajemos sélo con la mitad superior del circulo, cuya
areaes T, eneste caso, la funciéon que necesitamos es:

f:{-1L1]1—=R

X Vl-x°

En la imagen, aprecia la mitad de la
circunferenciay el area que nos inte-
resa aproximar.

lgual que antes, aproximemos esta

drea bajo la curva usando sumas su-
periores, inferiores y trapezoidales
con diferentes particiones.




Eje: Pensamiento y

lenguaje variacional

De-lal,conuna

particion de 100 partes.

_ 1.866 0.866 1.366 1.57
particion de 4 partes,
De-lal,conuna
1.74 1.24 1.49 1.57
particion de 8 partes.
De-1al,conuna
particion de 16 partes. 1.66 141 1.54 1.57
De-1al,conuna
particion de 50 partes. 16 1.52 1.566 1.57
De-la L, conuna 1.58 1.549 1.569 1.57

Observa que la suma trapezoidal es la mejor, con sélo una particién de 16 partes obtenemos un
resultado muy parecido, aunque las cuentas son un poco mas largas, en cambio, las sumas in-
feriores y superiores son mas sencillas, pero no dan tan buen resultado. Corrobora los primeros
dos cdlculos en tu cuadernoy los Gltimos tres, usando una computadora o celular. A continuacién
observa las imagenes cuando la particién consta de cuatro partes.

Con los dos ejemplos podemos concluir:

¢ Silafuncidn es lineal, la suma trapezoidal da como resultado el drea exacta y las sumas supe-

riores e inferiores son igual de buenas.

» Sila funcién no es lineal, la suma trapezoidal da un mejor resultado aungue las cuentas son
mas largas. En cambio, las sumas superiores e inferiores son més faciles de calcular, pero no

son tan precisas.




Llega un momento en gue tomar més subdivisiones no mejora el calculo con ninguna aproxi-
macion.

Analiza que cada método tiene su proy su contra, al final eres libre de elegir tu favorito, pero de-
bes dominarlos todos.

Siguiendo los pasos de la leccién anterior, compara los tres métodos para aproximar el area
bajo la curva en el caso de una elipse cuyo eje menor es 4y su eje mayor es 10, para ello com-

pleta la informacién que se pide.

1. Lafunciénes:

2. Tomando sélo la parte sobre el eje X, la aproximacién del area bajo la curva delafunciénes:

2
-4

Con una particion de 2
partes.

Con una particién de 4
partes.

Con una particién de 8
partes.

Con una particidn de 10
partes.

Con una particién de 50
partes.

Aetividad

Siguiendo los pasos de la leccién anterior, compara los tres métodos para aproximar el érea
bajo la curva de la funcion f(x) = 10cos(x), de 0 a2m.

Con una particién de 2
partes.

Conuna particién de 4
partes.

Con una particidn de 8
partes.

Con una particion de 10
partes.

Dibuja el primer y tltimo renglon, usando papel bond o varias hojas milimetradas. Alfinal, escribe
tus conclusiones de cada método, cual es mejor, peory por qué. Integra todo esto a tu portafolic
_ deevidencias.




En el tema anterior viste como aproximar el 4rea bajo A
la curva de varias funciones sencillas, a partir de ahora,
los ejemplos involucrardn funciones mas complicadas y
es necesario que recuerdes algunas propiedades que te
seran Gtiles mas adelante.

Dada una funcién f: A5B, el conjunto A se llama domi-
nio, el conjunto B codominio y el conjunto f{A) imagen.

Considera una funcién f: R>R, diremos que la funcidn

es inyectiva si no existen dos nlimeros distintos a los cuales se les asignen el mismo nimero, es
decir, si x# y, entonces f(x) # f(y).

Como nuestras funciones tienen por dominio y contradomio los niimeros reales, podemos usar
sus propiedades para explicar el comportamiento de una funcidn. Sea una funcién f: R > R, dire-
mos que:

« La funcidn fes mondtona creciente en el intervalo (a, b), si siempre que escojamos dos valores -
dentro del intervalo x, y, con x <y, tenemos que f(x) < f{y).

« La funcion f es mondtona decreciente en el intervalo (a, b), si siempre que escojamos dos va-
lores dentro del intervalo x, y, con x <y, tenemos que f(x) > f(y).

= Lafuncidn fes constante en elintervalo (a, b), si siempre que escojamos dos valores dentro del
intervalo x, y, tenemos que f(x) = fly).

- La funcidn fes par si f-x) = f(x) para cualquier valor de x.
+ La funcion f es impar si f(-x) = -f(x) para cualquier valor de x.
Por ejemplo:
= Las funciones lineales crecientes son ejemplos de funciones monétonas crecientes.

« La funcién f(x) = x2 es una funcidn pary la funcién f(x) = x* es una funcién impar.




En tu curso de Calculo diferencial viste cémo sumar, multiplicar y componer funciones, recorde-
mos estos conceptos que te seran de utilidad. Sean £ R»R y g: R—R dos funciones, definimos:

f+g:R—R
Lasuma defcon g como
X f(x)+g{x)

f-g:R—=R
x = f(x)-g(x)

La multiplicacion de fcon g como

£:]R—>1R

Si g nunca toma el valor de cero, la divisién de f con g se define como 9

i)
g(x)

Ademas de estas operaciones hay una nueva operacion:

- . fog:R—=R
La composicién de f seguida de g como
x = f(g(x))
Veamos ahora un ejemplo mas complicado. Considera las funciones fix) =sen{x), glx) =xy h{x) =l
+g(x), vamos a aproximar el area bajo la curva, de 0 a %, con una particion de seis subdivisiones.

0.994
glx) =x | 1.439 1.028 1233
h(x)=sen(x) +x | 2.564 : 1.891 1 2.227

En la imagen, observa la fun-
cién h{x) y la regidn que nos
interesa. Aprecia que usand¢
funciones y sus operaciones
podemos crear ejemplos ma
complicados, mas adelante
usaremos este tipo de funcio-
nes para tratar problemas de
la vida diaria.

Analiza detenidamente la ta-
bla, ;crees que haya una re-
lacion entre los primeros dos
renglones y el tercero? M
adelante veremos una des-
cripcién completa de este fe-
némeno.




Eje: Pensamiento y
lenguaje variacional

:Cual crees que serfa la funcidén mas sencilla de estudiar? Con certeza, la respuesta es la funcién
onstante, veamos algunas propiedades que caracterizan a esta funcién:

« Su grafica es una linea recta. Esto es claro,
recuerda que una funcién constante es de
laforma f{x) =c, con cun nimero constante, S
por lo tanto, todos los puntos de la gréfica
de la funcién son de la forma (x, ¢), es decir,
la segunda coordenada es constante, por lo
tanto, su grafica es una linea horizontal que
corta al eje Y en el punto (0, ¢). >

AY

= Su derivada siempre es 0. De tu curso de
Calculo diferencial debes recordar que si la
funcién se define como f(x) = ¢, entonces su derivada f(x) = 0.

Determinar el area bajo la curva de una funcién constante es muy sencillo. Vamos a plantear el
sroblema en abstracto, definamos a la funcion f(x) = cy calculemos el 4rea bajo la curva, de X,ax,
Jonde x, y x, son dos nimeros reales cualesquiera con Xy <X,

n la imagen, dibujamos de manera general
omo es la regién que nos interesa calcular. Es
laro que es un rectangulo, ;cuanto mide la base

scuanto mide la altura? Vamos a determinarlo.

a base es el intervalo delimitado por x_y x,, asi
ue la base debe medirb=x, - X,

IS a altura la puedes determinar por la segunda

o zoordenada de los vértices superiores del rec-

3 zngulo, en este caso, la altura es h = ¢. Por lo

iS 2nto, el area bajo la curva de la funcién f(x) =,

e dex ax,es:

3

e a=bh=(x -x)c.

Silo que nos interesa es el area absoluta bajo la curva, en este caso la base seguira siendo la mis-
ma, pero la altura sera |c|, por lo tanto, la férmula quedaria:
as = D= (x = x )|c].

£n este caso, no fue necesario usar aproximaciones con particiones y sumas inferiores, superiores

o trapezoidales, ya que la funcién constante es muy sencilla de manipular. En la siguiente seccién
¥8remos un caso mas complicado.




Realiza lo que se pide.

1. Las funciones constantes son muy sencillas y sus graficas son faciles de leer. En cada caso,

escribe la funcién o relacién a la que corresponde cada gréfica o region.

S X
c
1
4 - 0
3 2 1 0 1 2
3
-1
2
-2
1
-3
3 2 1 0 1 2 3
\
VVVVV . 2 2
1 1
0 0
3 2 1 0 1 2 3 3 2 1 0 2
1} 1
2 2

¥

2. Una de las graficas anteriores no era una funcidn constante, ;ctial y por qué?

3. Entucuaderno responde los ejercicios.
Calcula el drea bajo la curva de la funcion f(x) =—0.3,de -10 a 8.
Calcula el area absoluta bajo la curva de la funcién f(x) =—0.3, de 10 a 80.
Calcula el drea bajo la curva de la funcién f(x) = mt, de -t a 5m.

Calcula el drea absoluta bajo la curva de la funcién f(x) = -mt, de —10m a -5m.

Calcula el drea bajo la curva de la funcion f(x) = 0, de —~100000 a 100000.




Eje: Pensamiento y
lenguaje variacional

En nivel de complejidad, la segunda funcién mas sencilla seria la funcién lineal, recuerda que una
funcién lineal es de la forma:

flx) =mx+b,

donde my b son dos niimeros reales, con m no cero.

Recuerda que tal y como su nombre lo indica, la gréfica de una fun- 4y
cién lineal es una linea recta. A continuacién tienes una imagen
general de cémo es la grafica de una funcién lineal y una lista de
propiedades:

+ La gréfica corta en el eje X en el punto (—%,O) yenelejeYen
el punto (0, b) y la grafica queda completamente determinada
por esos dos puntos.

» La derivada de f(x) es f’(x) = m. Esto quiere decir que la funcién
crece de manera uniforme, ;te recuerda a lo que viste de movi-
miento con velocidad constante?

+ Sim es positivo, la funcion es monétona creciente, en caso contrario es
mondtona decreciente.

o

Z=terminar el drea bajo la curva de una funcién lineal es sencillo. Vamos
olantear el problema en abstracto, definamos a la funcién f(x) = mx + b %
culemos el area bajo la curva, de x, a x,, donde x_y x, son dos nimeros
zles cualesquiera, con x; < x,. Consideremos en particular que m, b, X,y
#. 30N todos ndmeros positivos, otros casos podras adaptarlos facilmente.

imagen, tienes la grafica de manera general y colocamos algunas li-
=35 auxiliares. Observa que la region que nos interesa se compone de dos
s:unrectangulo R y un triangulo 7..

7z determinar las areas del rectangulo y del tridngulo debemos de-
minar las alturas y las bases. Ve que ambas piezas tienen la misma
=2 b =x - x,. Porotra parte, las alturas son:

ALY

hy =) y h, = 1lx) - flx,). T,

sta manera, el area que nos interesa calcular es:

(1= (x, -3, () L2l (le)—f ()




Realiza lo que se pide.

1. Las funciones lineales son sencillas y sus gréficas se entienden viendo sélo dos puntos.
Escribe la funcién a la que corresponde cada gréfica.

2. Unade las graficas anteriores no era una funcién lineal, ¢cudl y por qué?

>

3. Entucuaderno responde los ejercicios.

Calcula el &rea bajo la curva de la funcion f(x) =8x - 4,de-10a 8.

Calcula el &rea absoluta bajo la curva de la funcién f(x) =x— 0.3, de 10 a 80.
Calcula el &rea bajo la curva de la funcién f{x) = 0.1x + it, de ~Tt a 57

Calcula el &rea absoluta bajo la curva de la funcién f(x) = 9mx - 7, de ~10m a 51t

Calcula el drea absoluta bajo la curva de la funcién f(x) = x, de ~100 a 100.




Eje: Pensamiento y
lenguaje variacional

Area bajo la funcién cuadréatica

AY

Veamos ahora un caso més complicado que las funciones lineales y
cuadréticas. Considera la funcién f(x} = x2. Calculemos el area bajo la
curvade0ax,donde X, es un numero real positivo.

En este caso, usemos las sumas superiores. A continuacion tienes un

dibujo general del problema y en la tabla puedes observar qué pasa e
con las sumas, tomando diferentes particiones. -

e e

X x ((x, Y (2x. Y 5x, Y x> x3
5 - e Rt —l) +...+(———1 =(1°+27+...45%) 2L 5571
— 5 5 (5) (5 5 ( )53 5
2 2 3 3
20 X SH IR B ZOXI) =3(~1?(12+...+202)=28702(—1?
20 201120 20 20 20
(n+1)(n + 05))x3

n* 3

Corrobora las cuentas, sigue todos los pasos y los dibujos necesarios del primer caso para que lo
comprendas.

_ Usando la ultima férmula, podemos aproximar el 4rea de 0 a 1.

5 © 0.2 0.44 100 0.01 0.33835

10 0.1 0.385 1000 0.001 0.3338335

50 0.02 0.3434 10000 0.0001 0.333383335

tuviéramos que redondear nuestra aproximacion, podemos decir sin dudas, que el rea bajo

2 curva de la funcidn flx), de 0 a 1, es 1/3. Mas adelante veremos las férmulas precisas que nos
permitan corroborar esta afirmacién.

710ra veremos un ejemplo en el que el intervalo no sea de la forma (0,x), donde x es mayor que cero.

ansideremos la funcién f(x) = 0.25x% Calculemos el drea bajo la curva en el intervalo (-2, 4). Como
mera observacién, hay que destacar que la funcién es simétrica respecto al eje Y, por lo que el

a de {a derecha del 0 esigual al de la izquierda. Esto nos ayudard al calcular en este caso el valor
=l drea.



En este caso lo que haremos es seccionar el area
en dos partes principales, A YA,

coaf g

A corresponderia al intervalo (-2, 0) y A, alinter-
valo (0, 4). Lo que hay que notar es que el area
bajo lacurva,de-2a0,es igualalde 0 a2, porlo
que calcularemos entonces el area bajo la curva
deOa?z.

5 0.4 100 0.02 e 0.6767
. 02 077 | 1000 | 0.002 0.667667
so . 004 06868 10000 0.0002 066676667 |

Ahora, aproximaremos el dreade A, en el intervalo (0, 4).

5 0.8 7.04 100 | 0.04 ? 5.4136
0 04 6.16 o000 0.004 534133
50 oms | sams | 10000 00004 | 533413336

Por lo que la suma de las aproximaciones de la curva bajo las mismas condiciones de A y A, se
acerca a 6, que es el valor exacto del area bajo lafuncion 0.25x%, en el intervalo (-2, 4).

Realiza lo que se te pide.

Dada la funcién f{x) = —7x2, aproxima el area bajo la curva, de -8 a 8, llenando la tabia.

16
32

64

Elabora en tu cuaderno los dibujos de los primeros dos renglones y escribe todas las ope-

raciones que realices.



Eje: Pansamientc y
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Z. En esta seccidn te dimos una férmula para aproximar el area bajo la curva, usando sumas
superiores, ahora determinaras la férmula para areas inferiores. Considera la funcién fix} =
X?y un ndmero positivo X,

Determina cuantos rectangulos hay si la particién es de pedazos uniformes. Recuerda
que estas usando sumas inferiores.

Determina la base de los rectangulos.
o n(n+1)(2n+1)

Conlaférmula 1242%+.. +n determina cudl es la suma inferior.

. Compara tu resultado con el de tus compaiierosy con el de las sumas superiores. ;Qué
puedes concluir de ambos métodos?

En tu cuaderno responde los ejercicios.
Calcula el &rea bajo la curva de la funcién fix)=(-x)?,de 2 a 8.
Calcula el drea absoluta bajo la curva de la funcién flx) =0.85x*, de 10 a 0.
Calcula el drea bajo la curva de la funcién f(x) =x}, de-mam.

Calcula el drea absoluta bajo la curva de la funcién fix} = —x?, de 10 a 100.

~{ parecer, calcular el 4rea bajo la curva de una funcién
Zonstante o de una lineal es muy sencillo, desafortu-
nadamente, en la mayoria de los casos esto no es asi,
asi ninguna funcién tiene una férmula exacta para
“zlcular su érea bajo la curva, por ejemplo, la funcién:
e
flx)=——e 7,
27

= denomina funcion Gaussiana y es muy importan-
en probabilidad y estadistica. ;Cual crees que es su
=a bajo la curva de ~10 a 10? Te podria sorprender, pero redondeando el drea bajo la curva es 1.
funcion requiere trucos elaborados para determinar su drea bajo la curva, pero no te preocu-

no se abordaran en este libro.

73 el caso de funciones de la forma f{x) = x? logramos dar una férmula para aproximar el 4rea
lacurva, usando sumas superiores. En el caso de funciones generales de la forma f(x) =x", con
natural mayor que dos, es posible dar una férmula para la aproximacidn, pero su célculo es

s complicado, incluso cuando i es mayor que 10, la expresidn ya es complicada.

‘2 siguiente tabla tabla tienes las expresiones para aproximar el area bajo la curva de la funcién
*.de0ax, connmenoroigual que 7. Mas adelante veras las férmulas para calcular de manera
ta el area bajo la curva de la funcién f(x).




m(m+1)(2m +1){3m"+ 3m-1)

X
m’ 30
%, X[ mH(m+1)’(2m*+2m-1)
> m m° 12
— - - - - - B Temy
X, x, [ m(m+1)(2m+1)(3m* +6m®-3m+1]
6 m m 42
X X mz(m+l)2(3m4+6m3—m2—4m+2)
! m m* 24

En la tabla, m representa el ndmero de divisiones que tendrd la particion en cada caso.

Usando esta tabla, tenemos que si n = 3, entonces, podemos aproxi-
mar el drea bajo la curva de f(x), de 0 a 1, al valor de +.

Ahora consideremos la funcién f{x) = (0.2)x3. Calculemos el area bajo -
la curva en el intervalo (2, 3). En este caso, calcularemos las dreas
bajo la curvaen losintervalos (0,2) y (0, 3) y luego haremos la diferen
cia de la segunda area menos la primera.

Usando la férmula para el caso cuando n = 3, aproximaremos la
reas bajo la curva en los intervalos (0, 2) y (0, 3).

1.152 0.81608
10 0.2 0.968 1000 ‘5 0.002 0.8016008
50 0.02 0.83232 10000 0.80016008

100 0.03 4.131405

4.05810405




Eje: Pensamiento y
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| ’ X [ 10000 0.0003 J 4.0508100405 %

Por lo que la diferencia de las aproximaciones de la curva bajo las mismas condiciones de ambas
dreas se acerca a 3.25, que es el valor exacto del rea bajo la funcién (0.2)x*, en el intervalo (2, 3).

4 Usando la tabla de esta seccion, completa la tabla. Escribe en tu cuaderno todas las cuentas
necesarias.

0a5s

-10a0

0a3 32

~-2a2 64

2a4 128

En tu cuaderno, elabora al menos dos dibujos de la regién que te interesa calcular y de las su-
mas superiores.

%@%ﬁ@%ﬁaﬁ da aprendizaje 12 Productos esperados

« Enlatabla de esta seccion te dimos férmulas para aproximar el area de algunas funciones, en
esta actividad aproximaras una formula general. Analiza cada una de las preguntas:

¢Cual es la parte similar de cada una de las férmulas? ;Notas alguna relacién entre esa par-
tey el exponente n de la funcion?

En las férmulas aparecen fracciones cada vez mas complicadas. ;Notas algin patrén de
esas fracciones? Toma algunos valores de my de n y ve cémo se pueden redondear.

Juntando los dos puntos anteriores, ;se te ocurre cémo podria ser una férmula para la fun-
cion fix) =x"?

Elabora un resumen con todas tus ideas, argumentos y cuentas de las preguntas anteriores y
con ellas aproxima el area bajo la curva de la funcién f{x) = x1°, de 0 a 1. Anexa todo el material a
tu portafolio de evidencias.




Primera ley de Newton

La primera ley de Newton,
establece que un objeto
permanecera en reposo o
con movimiento uniforme
rectilineo, al menos que
sobre él actlie una fuerza
externa.

r gué las medidas de la acumulacién
: -%gé%%%% Gtiles para el tratamiento d

B

fes situaciones contextusles?

En las secciones anteriores, aprendiste qué es el 4rea bajo la curva y calcularla de ma-
nera exacta cuando es una funcién constante o lineal, y a aproximarla usando sumas
superiores, inferiores y trapezoidales. En esta unidad exploraremos la primera de sus
aplicaciones de este tipo de herramientas.

Imagina la siguiente situacién hipotética. Una agencia espacial lanza al espacio un obje-
to que cumple la primera ley de Newton, tiene una velocidad constante de 5 m/s. Usan-
do funciones podemos expresar a la velocidad dependiendo del tiempo y, en este caso,
el resultado es la funcién constante:

v:[0,0) =R
t 5

dondelavariable t representa a los segundosy debes leer v(t) en metros sobre segundo.
A la izquierda tienes la gréfica de esta funcién.

;Como podemos decir cuanta distancia ha recorrido el objeto en 10 segundos? De tus
clases de Fisica, recuerda que cuando tienes velocidad constante, la distancia recorrida
esigual a la velocidad por el tiempo, en férmulas, tenemos que:

d=vt.
En nuestro caso, el tiempo t, es de 10 segundos y la velocidad de 5 m/s, por lo tanto, d
10's-5m/s =50 m, asi que el objeto habra recorrido en total 50 m en 10 segundos.




¢La férmula de la distancia te records a alguna férmula que hayas visto previamente?
Dado que el intervalo del tiempo es de 0 a 10 segundos, dibujemos algunas lineas auxi-
liares que pueden servir.

Observa en la imagen que dibujamos, el drea bajo la curva de la funcién v(t) =5,de 0 a
10. Como la funcidn es constante, por lo que viste en la unidad anterior, lo que tenemos
es un rectdngulo cuya base es h=10-0=10y cuya altura es h = 5.

{Observas algo? En este caso tenemos que la medida de la base b es igual al tiempo ¢,

y que la altura h es igual a v. Por lo tanto, en el caso de objetos con velocidad constante
concluimos que:

72

b El drea bajo la curva de la funcién v(t) = ¢, del
tiempo ¢ a t, es igual a la distancia recorrida
por el objeto del tiempot at,.

Vamos a cambiar un poco nuestra situacién inicial: imagina que a nues-

Ay i
tro objeto no le importan para nada las leyes de nuestro universo y ol
decide moverse con una velocidad uniformemente acelerada, en este 4
caso supongamos que la funcién que describe a la velocidad es: 4 gﬁ
A
v:|0,00)—R. v
[0.02) 1]
t -5t ) ;
Asi, ;cémo podemos calcular la distancia que ha recorrido el objeto en X
10 segundos? Como la velocidad no es constante, no podemos simple- )
mente multiplicar la velocidad por el tiempo, debemos proceder con

mayor cuidado.

Para resolver este problema, tomemos cinco mediciones y calculemos en cada una la dis-
tancia recorrida, al final, sumamos y tendremos una aproximacién del total de la distancia.

En la tabla estan las mediciones:

t=2-0=2s t=4-2=2s (=6-4=2s t=8-6=25 (=10-8=2s
v=10m/s  v=20m/s = v=30m/s = v=40m/s v=50m/s
d=20m | d=40m d=60m d=80m d=100m

Por lo tanto, decimos que el objeto aproximadamente recorrié 300 metros en esos 10
segundos.

En la imagen hay un dibujo de lo que representa la tabla anterior. Lo que hicimos, en
ves de trabajar con la funcién original fue partirla en pedazos de funciones constantes.

Viéndolo de esta manera, ;qué crees que represente el valor de 300 calculado anterior-
mente? En este caso, esos 300 representan las sumas superiores de la funcion v(t) = 5t,
de 0 a 10, usando una particién de cinco subdivisiones.

Eje: Pensamiento y
lenguaje variacional




Ve que al tener una funcién lineal v(t) = mt + b que representa la velocidad de un objeto, tomar las

sumas superiores (inferiores) corresponde a aproximar la distancia recorrida por exceso (defecto)
del objeto.

Con esto en mente, ;cdmo puedes determinar de manera exacta la distancia

40.

recorrida por el objeto, de 0 a 10 segundos? Usando la conclusién del parrafo
anterior, una forma seria usando sumas superiores y particiones con cada vez

mas subdivisiones. Completa la tabla.

Usandoestatabla,concluimosqueaproximadamenteladistanciarecorridaes:

Otra forma de proceder es calculando directamente el area bajo la curva de la funcién v(t) = 5t, en
este caso es una funcién linealy en la unidad anterior estudiamos este caso a detalle. Usando esta
funcién, concluimos que el drea bajo la curva de 0 a 10 es 250 unidades, por lo tanto, la distancia

recorrida de 0 a 10 segundos es de 250 metros.

;Ambas conclusiones son la misma? Analiza cada procedimientoy busca las di-

40

ferencias y semejanzas.

/ El Ultimo escenario que vamos a considerar es el siguiente. El objeto que lanza-
7 A mos al espacio ahora también tiene una aceleracion creciente, a nuestro objeto

le gusta destruir por completo las leyes del universo. .Cémo podrias decir cual
es la velocidad del objeto a los 10 segundos?

Recuerda que la aceleracién es el cambio de velocidad respecto al tiempo, asi
que en analogia con el caso anterior podemos decir que si la funcidn a(t) repre-

senta la aceleracién respecto al tiempo, entonces el area bajo la curvade 0 a 10
segundos es la velocidad del objeto a los 10 segundos.

Por ejemplo, si la funcién de aceleracién es a(t) = t2, entonces, para calcular la velocidad podemos
aproximarla usando sumas superiores. Para ello llena la tabla, usa la férmula que viste antes.

Usando esta tabla concluimos que aproximadamente la velocidad es:



Eje: Pensamienta y
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Para concluir, podemos resumir lo visto y conectarlo con tu curso de Calculo diferencial, usando
la tabla.

Distancia Derivo Velocidad

‘ . Calculamos el drea bajo la curva 5 Distancia !
‘ i i
Velocidad ¥ Derivo Aceleracién | Calculamos el drea bajo la curva Velocidad

[
i

Observa que derivar y calcular dreas bajo la curva son operaciones contraria una a la otra, mas
adelante formalizaremos esto, usando el concepto de integral.

s
‘ Responde los problemas en tu cuaderno, justifica todas tus respuestas y elabora un dibujo
para cada uno.

1. Lavelocidad de una pelota que cae al vacio esta dada por v(t) = 100 + 1.03t en m/s. Determi-
na cual es la distancia recorrida al minuto, a la horay después de un dia.
2. Una particula acelera siguiendo la funcién a(t) = 0.14t en km/h2, Determina cual es la velo-

cidad de la particula a los 0, 10 y 100 segundos.

Dejamos caer una pelota desde lo alto de un edificio de 800 metros, la velocidad de la pe-
lota es de v(t) = 30 + 9.8t en metros por segundo, imagina ademés que la pelota no rebota

al tocar el suelo. Determina cual es la distancia que recorre la pelota a los 1,10, 100y 1000
segundos.

Actividad

¢ Imagina que lanzamos al espacio una pelota y que milagrosamente la distancia de la pelota
respecto a la Tierra esta dada por:

Productos

asperados -

2
47t ey

d(t)=Tt+

Usando lo que aprendiste en tu curso de Calculo diferencial, determina cual es la velocidad
y la aceleracidn instantanea de ese objeto. Escribe en el espacio tu respuesta.

¢ Lavelocidadinstantaneaesv(t)=__

Ahora, con las funciones v(t) y a{t) determina en tu cuaderno:

» Lavelocidad y la distancia del objeto a los 1, 10 y 100 segundos.
Finalmente llena la tabla.




Responde los ejercicios usando lo aprendido en este parcial.

Determina cuales de las funciones son crecientes, ya sea total o parcialmente. Esboza
cada una de sus graficas, resaltando las partes donde sean crecientes.

flx) = 5x* fix)=x/2 fix)=x x=2
+ En cada uno de los incisos, especifica si se trata de una funcién lineal o no lineal.
flx)=1 f(x) = -5x fix) = 2x flx) = |x/3]
fix) = 5% fix) =x/4 fix)=x* fx) = 2x*/3
1. Por el método de aproximacién con n subdivisiones, usando rectangulos, calcula el

area bajo la curva de la funcion f(x) = 2x,de 0 a 20, usando {as formulas que ya conoces.
Llena la tabla.

10 30

20 50

Usando el método de aproximacién mediante trapecios, calcula el area bajo la curva
de‘la funcién del ejercicio anterior, llenando posteriormente una tabla similar.

& Mediante el uso del método de aproximacién de rectangulos inscritos, completa la tabla.

De0a10,conuna ' B
L S = S
particién de 25 partes. !

DeQa1l0,conuna S = S =
particién de 50 partes.
. Compara los tres métodos (usando rectangulos, trapecios y rectdngulos inscritos)
para aproximar el drea bajo la curva sen(x),de0arm.
Calcula el drea absoluta bajo la curva de la funcion f(x) 31, de 0 a 2m.

Calcula el drea bajo la curva de la funcién flx) =0.5x + T, de -1t a 2.

Calcula el 4rea absoluta bajo la curva de la funcién f(x) = —x*/2, de 0 a 50.




Estar bien bajo situaciones de mucho estrés resulta de
gran importancia. ;Te imaginas calcular matematicas
a mitad de una guerra? Aunque la pregunta te resulte
extrafia, es lo que Alan Mathison Turing (23 de junio de
1912 - 7 de junio de 1954) tuvo que afrontar.

Cuando Inglaterra entrd a la Segunda Guerra Mundial,
Turing fue convocado por el Servicio Britanico de Des-
cifrado para descifrar las comunicaciones alemanas.

Gracias al trabajo de Turing y de varias personas mas
se descifrd el sistema usado por Alemania, salvando
muchas vidas. Algunos historiadores dicen que el tra-
bajo de Turing acorté dos afios la duracién de la gue-
rra, salvando alrededor de 14 millones de vidas.

Date cuenta que tener tu cabeza clara en momentos
muy complicados es fundamental, es por eso que ‘
siempre debes respirar e intentar tomar las decisiones de la mejor manera posible.

lan Turing

Reflexiona con tus compafieros acerca de lo siguiente.

{Te has enfrentado a algdn problema matemético sin tener idea de
¢Cémo has reaccionado a esa situacién?

¢Alfinal has resuelto dicho problema?

¢Has pedido ayuda a tu profesor o a algin compafiero?

¢Has aprendido algo nuevo de esta experiencia?

¢{Qué relacién existe entre los sentimientos que tienes al enfrentarte a
matematico y lo que sientes al presentarse problemas en tu vida diaria? -

¢Qué acciones realizas para superar cada tipo de problema? ;Pu
técnicas? ’

Si te interesa saber mas acerca de este personaje y su historia, puedes.
biografias. Algunos ejemplos de éstas son: £l hombre que sabia demasiado de Da
El pionero de la era de la informacién de B. Jack Copeland y The enigma de Andr:
Esta ultima tuvo su adaptacién cinematografica llamada £l cédigo enigma, do
Benedict Cumberbatch interpreta a Alan Turing de una manera exagerada, ya que
lidad de Alan no es tan excéntrica como el personaje de la pelicula, y adn asi, tant
como el actor recibieron muchas nominaciones a premios cinematograficos.




En equipos formados por tu profesor, vamos a determinar cémo cons-
truir una rampa de patinaje como el de la imagen a la izquierda. Para
ello, primero respondan las siguientes preguntas:

+ {Cémo pueden determinar el area de los paneles laterales?

« ;Cdmo pueden determinar el area del panel de enfrente?

Ahora imaginen que el contorno curvo del panel lateral esta dado por la
grafica de la funcion

Silarampadebe medir 10 cm en la parte rectangulary 20 cmen la parte
que corresponde a la funcién f(x). ;Cuél es el area del panel lateral?

Para corroborar sus estimaciones, elaboren un prototipo de rampa, usando papel‘
cascaron y materiales faciles de obtener.

Cuadratura del circulo

El calculo de areas ha sido un problema muy recurren-
te para la humanidad.

Uno de los problemas que traspasaron su area de ori-
gen, que en este caso es la geometria, fue el de la cua-
dratura del circulo, que se trata de calcular un circuloy
un cuadrado cuyas areas sean las mismas. La respuesta
terminé siendo un nimero irracional.
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La produccién de celulares de cierta compa-
fifa en el primer semestre del afio esta dada
por la tabla:

Enero Febrero Marzo
100 125 150
Abril Mayo Junio
175 200 225

Tomando en cuenta esta informacion, ;cudl
es la pendiente de la funcidén que describe
esta situacion?

19 . 20 . 25 d. 35

Sif(x) = 2x* + 3x + 4 es la regla de correspon-
dencia, entonces el resultado de f{1) - f(2) es:

i, -9 w09 s . 12.5

Migue!l estd haciendo un experimento que
consiste en dejar caer una piedra y ver la rela-
cién entre los metros que cae y los segundos
en fos que llega al suelo. Los datos se obser-
van en latabla:

1 2 3
5 20 45

:Cudl es la regla de correspondencia entre la
distancia recorrida por la piedra y el tiempo
transcurrido (t)?

a. 5t o, 58
15t-10 . 25t-30

Se tienen dos termometros, uno en grados
Fahrenheit (°F) y el otro en centigrados (°C).
Observa la tabla e identica la ecuacién que
los relaciona.

55 95

L OC_%F=Q 2. °C-°F+32=0
29C-°F+32=0 i 2°F-°C=0

El salario de un obrero depende de sus afios
de experiencia, como lo muestra la tabla.

Afos 1 2 3
Salario 2000 3000 6 000
¢Cual es la ecuacién con la que se calcula su
salario?
y=2000x
¥ =2000x + 3000

¥ =3000 - 2000x + 1000x>
¥ =3000 + 2000x ~ 1000x?

Siflx) =x* + x* + 2 es la regla de corresponden-
cia, entonces el resultado de f(5) - f(0) es:

#. 154 . 152 . 150 e, 125

La-distancia que recorre un mévil durante cier-
to intervalo de tiempo esta dada por la tabla:

4 5 6

1 6 i3

iQué expresion algebraica es la que se asocia
a la distancia recorrida por el mévil?

A y=x'-3x-3 Boy=x-6x+1l

oo y=x'-3x-5 dooy=x-4x+1

Una tienda naturista vende jalea real por In-
ternet, la tabla muestra la cotizacién de fras-
cos de 250 g incluyendo gastos de envio:

4 5 12

320 380 800

;Cudl es la expresion con ta que se determina
el importe de un pedido?

60x+y-80=0 3. 60x+y+80=0

. 60x-y+80=0 4. 60x-y-80=0




Aproximacién del area
por medios diversos.

Comparativa del valor
del drea por medio
de rectangulosy de
trapecios inscritos.

Aproximacién del valor
del drea bajo una curva
deltipoy=x".

Calculo del
desplazamiento de un
movil, dado su velocidad.

Reconocer y argumentar
las relaciones entre
posicién, velocidad

y aceleracidn para
funciones polinomiales
basicas

La informacién presentada es veridica y demuestra una

investigacién profunda.

La informacién investigada se presenta en una tabla.

La gréfica presentada estd en correspondencia con la informacion
de latabla.

Se presenta una tabla comparativa satisfactoria.
Se apoya la informacién con gréficas claras.

Se da una conclusién significativa.

Los datos presentados son correctos.

Se presenta una gréfica para respaldar los mismos.
Se da una conclusién significativa.

Se presenta un gréfico que describe la situacion.

El célculo realizado es correcto y puntual.

Al célculo le acomparfia una conclusién puntual.

La informacién presentada es veridica y demuestra una
investigacion profunda.

Se presenta en una tabla la informacién investigada.

La gréfica presentada esté en correspondencia con la informacién
de la tabla. ’




Aproxima el drea bajo una curva
mediante rectangulos inscritos, se
mide o calcula el 4rea de éstos yse
estima-elvalor del drea bajo la curva

Acota el valor del 4rea bajo la
curva, aproximando por exceso y
por defecto. Usa ambos métodos
de aproximacién: rectangulos y
trapecios.

Interpreta, por extensién o
generalizacion, el 4rea bajo la
curva de gréficas de funciones
trigonométricas bésicas (seno y
coseno).

Sé qué es el drea bajo la
curvay conozco algunos
ejemplos de como
calcularla.

Comprendo en qué
consiste acotar el valor del
drea bajo la curva,

Entiendo cudl es el

drea bajo la curva de la
grafica de las funciones
trigonométricas basicas.

Entiendo cdmo se calcula el
area bajo la curva mediante
rectangulos inscritos;

Sé acotar el valor del 4rea
bajo la curva, aproximando
por exceso y por defecto,
mediante los métodos

de aproximacién, usando
rectanguiosy usando
trapecios.

Aproximo; por extensidn o
generalizacién, el érea bajo
la curva de las funciones
trigonométricas basicas.

Resuelvo problemas
concretos mediante el
calculo del drea bajo la
curva, usando recténgulos
inscritos.

Resuelvo problemas
concretos mediante el
acotamiento del valor
del drea bajo la curva,
usando los métodos de
aproximacién, usando
rectangulos y usando
trapecios.

Resuelvo problemas
mediante la interpretacién,
por extension 6
generalizacién, del drea
bajo la'cuirva de funciones
trigonométricas basicas
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« Encuentra la antiderivada 2 e Encontrar la antiderivada de
de funciones elementales expresiones del tipo x".

(polinomiales). « Completar una tabla de

+ Reconoce el significado de la | integracién dada.
integral definida con el drea bajo » Calcular el érea bajo la curva de
la curva. funciones diversas.

- Descubre relaciones inversas « Integrar funciones elementales
entre derivacion e integracién: dadas mediante férmulas
“Si de una funcién se obtiene generales.

su derivada, ;qué obtengo si
de esa derivada encuentro su
antiderivada?”

= Interpreta, por extensién o
generalizacién, la integral
indefinida de funciones
polinomiates y trigonométricas
basicas (seno y coseno).




Nuestro objetivo

Experimentar gratitud y expresarla de manera explicita y deliberada.

Paso a paso

Realiza, de manera individual lo que se pide.

Piensa en una persona en especial, la cual sea muy importante en tu
viday con quien te sientas agradecido. Cierra los ojosy piensa en todas
las circunstancias que rodean a esa persona.

Escribe una carta de agradecimiento a esa persona. Explicale por qué te
sientes agradecido y por qué la elegiste.

Escribe durante 10 minutos, no te preocupes por la redaccién o el or-
den, escribe todo lo que lleves dentro de ti.

4. Guarda la carta, es tuya y sélo si td quieres alguien mas podra leerla.
Responde las preguntas.

1. (Tesientesdiferente? Describe qué sentiste antes, durante y después de
escribir la carta.




En el semestre desarrollaras tu Proyecto de vida, con la finalidad de clarificar qué deseas para ti y pue-
das tomar decisiones que marquen la direccién de tu futuro, asi como reflexionar acerca de las implica-
ciones que tiene en tu vida el hecho de llevarlo a cabo.

4 Organiza la informacién de tu Proyecto de vida.

1. Copiaycompleta en tu cuaderno latabla.

2. Escribe en la primera columna las metas mas importantes que deseas lograr. Agrega las filas que
sean necesarias.

|
|

Una vez que organices la informacion en la tabla, léela con atencién para que tengas un panora-
ma de lo que implica el planteamiento de tu Proyecto de vida.

Escribe por qué consideras importante elaborar un Proyecto de vida.

Elabora un organizador gréafico donde incorpores frases que te motiven a trabajar dia con dia en
tu Proyecto de vida, incluye tus metas para que las tengas presentes todo el tiempo. Coloca este
organizador en un lugar visible en tu casa. Utiliza el esquema para hacer un esbozo y enriquécelo
paulatinamente.

Proyecto de vida de:




En el parcial anterior, estudiaste el concepto de 4rea bajo la curva, viste diferentes métodos para
aproximar el 4reay los comparaste usando funciones muy conocidas.

En este parcial, veras el concepto de integracion, cual es su relacién con la derivaday algunas pro-
piedades que te permitan hacer los calculos de manera mas eficiente.

La integracién es uno de los procesos fundamentales del
analisis matematico v, junto con la derivada, uno de los
grandes logros del siglo XVII.

En tu curso de calculo diferencial viste que la derivada es
la pendiente de la recta tangente en un punto y se obtiene
mediante el calculo de un limite (una aproximaciéon muy
fina). Podemos decir que la integracion, a grandes rasgos,
es una suma infinita de piezas sumamente pequefias.

La idea de fondo detrés de la integracién ya existia desde
mucho tiempo atras. Los egipcios la usaron para determi-
nar ciertos volimenes, después, personas como Arquime-
desy Descartes también usaron ideas similares para obte-
ner algunos resultados. Formalmente, el calculo integraly
diferencial se originaron (de manera independiente) con
los trabajos de Leibniz y de Newton en el siglo XVIi, de he-
cho la notacién que usaremos viene directamente de los
trabajos de Leibniz. Sin embargo, la teoria del calculo di-
ferencial se formalizé por completo con el trabajo de personas como Cauchy y Riemann.

Gottfried Wilhelm Leibniz (Leipzi
1

i
1646-Hannover 1716).

Después daremos la definicién formal de una integral definida, por ahora sélo veremos el concep-
to de laintegral indefinida y la primitiva o la antiderivada de una funcion,
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Eje: Pensamiento y
lenguaje variacional

Para las funciones f:R—>RY F:R — R, diremos que Fx) es una primitiva o antiderivada de
s
!

f1X) si

es decir, si la derivada de F(x) es igual a f(x).

n tu curso de calculo diferencial viste que la derivada de una funcién constante es igual a cero,
oor lo tanto, si una funcién f(x) tiene una primitiva F(x), entonces la funcién f(x) tiene una cantidad
infinita de primitivas, en especifico, todas las funciones F{x) + ¢ son primitivas de f(x), donde ¢ es
un nlimero real fijo.

-a integral indefinida de una funcién f(x) es el conjunto de todas las primitivas y se representa por
[fx)ax,
2 cual se lee como: “la integral de fde x, respecto a x”.

£n esta expresion estan presentes los siguientes elementos.

Elsigno de integracion f
La funcién a integrar o integrando f{(x).
El diferencial de x denotado por dx.

51 F{x) es una primitiva de f{x) se tiene que:

s muy importante que recuerdes la constante ¢, en ocasiones especificas tendras gue encontrar
{valor adecuado de la constante, mas adelante estudiaremos esos cascs.

1contremos una primitiva de ta funcion fix) = 1.

& acuerdo con la definicién, debemos encontrar una funcién F(x), tal que, su derivada sea igual a
, itienes alguna idea o recuerdo de tu curso de Célculo diferencial?

" este caso, observa que:
si F(x}) = x, entonces F(x) = 1.

or lo tanto, F(x) = x es una primitiva de f(x) = 1y asf concluimos que:

Jf(x)dx: fldx =X+C.




En este momento, determinar la primitiva de una funcién es un proceso de memoria y tendras qus
recordar las derivadas de las funciones usuales para resolver problemas de mayor complejidad.

Mas adelante veremos algunos teoremas para resolver ejercicios de manera sencilla y situaciones
de lavida real donde se necesita encontrar la primitiva de una funcién.

En cada inciso, realiza lo que se solicita.

1. Como has visto, este curso esta intimamente ligado con tu curso de Calculo diferencial, por
lo tanto, es necesario que recuerdes todas las propiedades de la derivada. Escribe en las
lineas las propiedades de la derivada, en particular, las reglas de la cadena, del producto y
de lasuma.

2. Investiga acerca de la integral. Elabora en tu cuaderno un resumen con informacion sobre:
Los aportes de Newtony Leibniz.
La relacidn de la integral con {a derivada.

La importancia de la integral en la vida diaria.

3. Calculalasintegrales.

, '|.2dx= , __i_dx=

[-xdx= Joc+1)dx =

4. ;Encontraste alglin patrdn en las integrales previas? Anota en el espacio todas tus ideas y
justificalas.

Determinar la primitiva de una funcién dada puede ser una tarea complicada, incluso en muchas
situaciones de la vida real es algo imposible.

Tus primeras herramientas son tu ingenio y tu memoria, para ello te invitamos a que recuerdes
qué aprendiste en tu curso de Calculo diferencial.



Eje: Pensamiento y
lenguaje variacional

Completa la tabla que siguiente.

x*-5
f =
(0 xX+1

fix) =sen(x)

f(x) = xcos(x)

fix) = sen(x?)

fx) = n(x)

continuacion, se da una lista de propiedades que te pueden ser (tiles.

3ean f:R—>RY g:R— Rdos funciones.

* Si F(x) es una primitiva de f(x) y G(x) es una primitiva de g(x), entonces (F + G)(x) es una primitiva
de (f+g)(x).

En particular: f(f+g)(x)dx = ff(x)dx+ fg(x)dx.

* Si F{x) es una primitiva de f(x) y ¢ es una constante real, tenemos que cF(x) es una primitiva de
cflx).

En particular: J'(cf)(x)dx = cJ'f(x)dx.
¢ Si f{x) es la funcién inversa de f(x) y F(x) es una primitiva de f(x), entonces:
ff'l(x)dx=xf"l( )—F(f‘l(x))+c.
* Si F{x) es una primitiva de f(x), por consiguiente:

J.F'(x)dx =F(x)+c.

Hota que las propiedades de la antiderivada son pocas, mas adelante estudiarés algunos métodos
para resolver diferentes situaciones.




Por otra parte, es muy importante que no te confundas y quieras inventar algunas formulas

Chserva las afirmaciones y recuerda que la integral del producto y la division de funciones no son
zan simples como en el caso de la derivada.

La integrat del producto de dos funciones no es el producto de las integrales, esto es:

-

diﬁf(\) (x)dx = | f X)d)/'[g( x)dx.

H
o

Laintegral de la divisidn de dos funciones no es la division de las integrales, estc es:
r
jf(,() o flax

Consideremos las funciones f(x) = x y glx) = sen(x).

Detu curso de Calculo diferencial sabes g ?.a derivada de + x*+cesxyque, ademas, la derivada
de —cos(x) + ¢ es sen(x}, ya gue ¢ es una constante.

Puesto que la derivada de (& )(£ X7 + ¢j es {55 )x, es decir, {5 )A(x).
Consideremos las funciones flx) = 6x° - 3 y gl = +.

L
1

De tu curso de Calculo diferencial, sabes que la derivada de x° - x* + c es 6x° - 3x* y la derivada de
In{x) +ces +,vya que ¢ es una constante.

J#txide = = vy [gleide=In(x)+c

pet (06 M e - by a y
Ast: 1 «fgj{x)cxﬂf(x)vx‘)g(, Jox = x°—x* ~In{x )+, finalmente
8 8r
|- —g(x)dx === | glx)dx
b 7

QL
@
o~
-

aprendido en tu curso de Célculo diferencial. Como resumen, recuerda que la integral indefinida:

ular la primitiva de una funcidn es un proceso que debes efectuar con calma y recordando lo




Eje: Pensamiento y
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¢ En cada inciso, realiza lo que se pide.

1. Esnecesario que recuerdes muy bien como derivar funciones, para ell
Efectia todas las operaciones necesarias en tu cuaderno,

f(X)=;l_
nx

fx) =y + ¥, donde y
en este caso es una
constante.

: Jn[cosz(x)+ sen’(x) ldx =
] Ul+tanz(x)]dx =




Determinaremos las integrales mas sencillas: funciones constantes y funciones monomiales. Con
esto y con las propiedades de la integral indefinida, podras resolver la integral de cualquier fun-
cién polinomial.

Antes de iniciar, completa la tabla, calculando las derivadas que se piden.

flx) = -x* flx) =0.5%°
flx) = 190x° | flx) = —x'°
fx) = %0 ) =-0.25x%

Consideremos la funcién constante, es decir, la funcion f: R = R, definida por f(x) = k, y determi-
nemos una primitiva F(x) de f(x).

Recuerda que para encontrar la primitiva, debemos hallar una funcion cuya derivada sea la fun-
cion flx), ;se te ocurre alguna idea?

Es sencillo, observa tu tabla anterior y considera la funcién F(x), dada por F(x) = kx, asi: F'(x) = k.
De esto tenemos:

Jrax=kx+c.
Un truco que te puede servir es: en la tabla anterior rellenaste la segunda y cuarta columnas, la

antiderivada consiste en olvidar lo que estaba escrito en la primera y tercera columnasy encontrar
el valor indicado.

Consideremos la funcién lineal, es decir, sea la funcidén f: R = R, definida por f{ix) = mx,donde mes
cualquier constante, y determinemos una primitiva F(x) de la funcién fx). ;Se te ocurre alguna idea?
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Es sencillo, observa tu tabla anterior y considera la funcién F(x) dada por F(x) = $ mx?, asi: F(x) =
mx, por tanto:

med =imxt+c. (2)

Con esto podemos hacer ejercicios mas complicados.

Sea f(x) una funcién lineal, cuya gréfica es una linea recta que pasa por la coordenada (0, 1) y con
pendiente igual a -10.

Determinaremos la integral indefinida de la funcidn f(x).
En este caso tenemos que la funcidn f(x) esta dada por: f{x) = -10x + 1.

Por las propiedades de la integral indefinida (Propiedad 1), nos damos cuenta que la integral in-

definida que nos interesa, es la suma de dos integrales: la que corresponde a -10xy la que corres-
pondeal.

Finalmente, usando las formulas (1) y (2), que dimos en esta seccién, vemos que:

Jf(x)dx = J—lOde + Jldx =-5x%+ X +C.

4hora, consideremos la funcién cuadritica, es decir, la funcién f:R — R, definida por f(x) = mx,
donde m es cualquier constante, y determinemos una primitiva F(x) de f(x). ¢ Tienes alguna idea?

Es sencillo, observa tu tabla anterior y considera la funcién F(x) dada por F(x) = + mx3, donde mes
ualquier constante, y tenemos F(x) = mx?, por consiguiente:

1
mezdx = me3 +C.

nalmente, consideremos la funcién cibica, es decir, la funcién f:R—R, definida por f(x) =

1¢, con m cualquier constante, y determinemos una primitiva F(x) de la funcién f(x). iSeteocurre
‘gunaidea?

s sencillo, observa tu tabla anterior y considera la funcién F(x) dada por F(x) = £ mx*. Por lo tanto:
X) = mxt, asi:

1
me3dx = me“ +C.

Con todo esto, podemos resolver ejercicios mas complicados, por ejemplo: dada la funcién:

fix) =x3-2x*+0.1x - 5.




Determinaremos una antiderivada. Para esto usaremos las propiedades de la integral indefinida,
las cuales dicen que basta con encontrar las antiderivadas de las funciones x*, -2x*, 0.1xy - 5.

Ahora, usando lo aprendido en esta seccién vemos que la funcién dada por:

1 2
F(x)= ZX4 —Zx’4+0.05x*~5x,

es una antiderivada de f{x). Asi:
3 2 l 4 2 3 2
I(x —2x +O.lx—5)dx=zx _EX +0.05x°—5x+c.

Nota que hallar la antiderivada de una funcién polinomial es mas bien un ejercicio de memoria
y de observacién, mas adelante veras métodos para determinar las integrales de mas funciones.

Determina las integrales, recuerda escribir a detalle los pasos que seguiste.

8
1. ISXB —éx+0.5dx =

2. J~9x2 —2x*+11x—-9dx =
3. J—les dx =

4. J(2x+7)3dx =

5. ((x=1)'~(x+7)) dx =

Productos ear

Actividad de apre

En este momento, conoces expresiones para las integrales de funciones polinomiales de gra-

do alo mas tres. En una hoja copia y completa la tabla.
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ia,

ia

ara hablar del teorema fundamental del célculo, es necesario introducir nuevos conceptos y vol-
ver al tema del area bajo la curva.

onsideremos una funcién continua f:R — R, tomemos un nimero a constante.

En el parcial anterior vimos qué es el area bajo la curva de la funcién f en cierto intervalo [a, b].
~onsideremos f(x) = x3 + 2x* - x + 1 y un valor fijo de -2 para a.

Cbserva que en las imégenes, dependiendo del valor de b, se obtienen diferentes valores numéri-
os para el area bajo la funcién fen el intervalo [a, b].

|
/
|
/
/
/

fEEN N

-2 =15 -1 -05 [0 05 15 -2 15 -1 -05 [0 05 1 15

y >

w <

X
e -2 -15 =1 ~0.5 [0 05 15

Area bajo la curva: 5.33. Area bajo la curva: 6.75. Area bajo la curva: 9.22.

omo puedes ver, fijado el extremo izquierdo, creamos una funcién a la cual, segtin el valor de b,
# asignamos el area bajo la curva del intervalo [a, b].

enotamos esta funcion como:

F(x)= j[f(t)dt,

a

se le conoce como la funcion de acumulacidn de f(t).




A continuacién, se listan losbelementos de la funcidn obtenida.
Elsigno de integracion _[, coninicioenayfinalen b.
Esto indica que nos inte;esa el 4rea bajo la curva dentro del intervalo delimitado poray b.
- La funcién a integrar o integrando f{t).
Es la funcién que nos interesa determinar su area bajo la curva.

El diferencial de t denotado por dt.

Consideremos la funcién: f(t) = t.

En este caso, tomemos a =0y por lo tanto la funcién de acumulacién de f(t) es:

u
i

Flx)= [f(t)dt = [edt,
[ 0
A en la figura 2.2 puedes observar cdmo se ve el

area bajo la curva de la funcion f(t).

Observa que el 4rea bajo la curva es el drea de
un tridangulo cuya base y altura mide x.

Por tanto el drea de ese tridngulo es: $x°, as':

Flx)= ]f(t)dt= jtdt = i(zi

0 0

;Esto te recuerda a algo? ;Cual es una primiti
de la funcion t?

v

0 X En este caso, y en todos, para encontrar la fur
cién de acumulacion de la funcion f(t), simp!
mente debemos encontrar una primitiva de
funcién f(t) y luego hacer un cambio de variat:
tax

El teorema fundamental del calculo (TFC) nos da una relacion entre las funciones de acumu
cion y las derivadas.

El TFC dice que si f{t) es continua y definimos:
F(x)=jf(t)dt, entonces: F'(c)= _[f(t)dt "= f(c).

El teorema fundamental del calculo es el elemento basico para saber que la derivada y la integ

definida son operaciones inversas una de la otra.
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Ejemplo
X

Consideremos la funcién: F(x)= Jtz +1dt.
0

En este caso, § t*+t es una primitiva de la funcion £ + 1. Asi, tenemos:

= Jtz +1dt=4x>+x.

area bajo lacurvade 0 a5 es F(5) = 4 (125) + 5. Ademas: Flx)=x+1.

* Realiza lo que se solicita.

1. Calcula en tu cuaderno las funciones de acumulacién de las funciones de la tabla. Poste-
riormente, determina el area bajo la curvade0a3,a5 y a 10. Recuerda efectuar todas las
cuentasy justificar tus ideas.

flt)=-0.5 b fit)=3t+4
f(t) = —cos(t) @, fit) =sen(t) +

&, flt)=0 Lofi)=8+t
fl)=(+200_ “Lof(t)=302+3t-5

f(t) = cos?(t) + sen?(t)

Calcula las derivadas. Recuerda escribir todas las operaciones necesarias.

# SiF(x Jtdt entonces F'(5) =

SiF(x fcos dt entonces F (72[}

SiF(x f[ t+2sen(t)]dt, entonces F'(0)=

d. SiF(x J[t —-4]dt entonces F'(x) =

@. SiF(x J[t —tcos ]dt entonces F'(x) =

0

X

J-Zcos(t)—
o In(t)

Si F(x dt, entonces F'(x)=




En esta seccidn comenzaremos a construir tablas de integracion que te serviran para
determinar integrales cada vez mas complicadas. Las tablas que construiremos te seran
muy Gtiles cuando veas los métodos de integracion.

En este momento, la Unica manera que tienes para determinar una primitiva de una fun-
cién es tu memoria y tu intuicién para hallar patrones, por esto, en la seccién veremos

diferentes ejercicios para refinar tu habilidad de reconocer patrones.

En matematicas, uno de los sitios donde nacen de manera natural los patrones es cuan-
do estudiamos sucesiones de nimeros. Por ejemplo, la sucesion de Fibonacci es:

1,1,2,3,5,8,13,21,34,55...

¢Notas algin patrén? Escribe tus ideas en las lineas.

Esta sucesion, aunque ya era conocida por antiguas culturas, es atri-

Pares de
é: P conejos 1 buida a Fibonacciy es la solucién a un problema de crias de conejo:
.
1 mes ﬁ} 1 “Cierto hombre tenia una pareja de conejos en un lugar cerradc
y deseaba saber cuantos se podrian reproducir en un afio a parti
2 meses IS}E s 2 de la pareja inicial, teniendo en cuenta que de forma natural tie-

nen una pareja en un mes, y que a partir del segundo se empieza:
3 a reproducir.”

3 meses

4 meses La figura 2.3 muestra el aumento de conejos.
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La sucesion de Fibonacci siempre inicia con uno y uno, posteriormente cualquier ele-
mento es la suma de sus dos predecesores.

Como puedes ver, atin en problemas tan inocentes como la cria de conejos, tener una
buena intuicién de los patrones matematicos puede ser de gran utilidad.

Veamos otro problema de sucesiones. Observa la sucesidn de las derivadas de la fun-
cién sen(x), esto es, enlistemos las derivadas de la funcién seno y el primer elemento de
{a lista sera la funcidn inicial:

sen(x), cos(x), -sen(x), —cos(x), sen{x), ...

:COmo crees que continle la serie? Escribe en el espacio tus ideas.

En este caso, la sucesion sigue un patron determinado por su derivada y, por
simple observacion, uno puede decir cuando va seno o coseno vy si lleva signo
negativo o no.

4veces vas a tener que fijarte en la relacidn de los nlimeros que aparecen para
determinar una integral, para ello pongamos un ejemplo de relacion:

;Cudntas personas puedes
sentar juntando cada vez
esta mucha atencion a la tabla previa y discutela con tus compafieros, te serd degran ~ mas mesas?

ilidad en la siguiente leccidn, Elvideo muestra los
patrones que genera este

ra finalizar, te invitamos a que consultes el cédigo QR del lado derecho, hay un proble- ~ Problema.
z de patrones matematicos que podria serte (til. bkmrt.com/meT8Gp




Actividad =

. Realiza lo que se solicita.

1. Calcula los siguientes cinco términos de cada una de las sucesiones:
1,2,3,4,5,...

1,2,3,5,8,...

1,2,-1,3,-4, ...
1,2,4,8,16, ...
0.001, 0.00002, 0.0000003, 0.000000004, 0.00000000005, ...

2. Entu cuaderno, escribe una manera de determinar cualquier elemento de cada una de las
sucesiones anteriores. Recuerda escribiry justificar todas tus ideas.

Elige la opcidn que completa la sucesion de figuras.

AP -

. |
, OldD ; o
O
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Ahora estudiemos las integrales de funciones polinomiales, es decir, funciones de la forma:
— -1 2
flx) =ax'+ta, X"t tax+ax+a,
donde n es un naturaly los coeficientes a,...,a,d, sonndmeros reales.
Observa que, por las propiedades de la integral, tenemos que:

J.f(x)dx = J.anx”dx+ J.an_lx”‘ldx+. ot J.alxdx+ J.ao dx,

yademas:
J.a,.x"dx=a,J.x"dx
para todojentre 0y n, por lo tanto basta con estudiar la funcién fix) = x".

Para encontrar una primitiva de la funcién f(x) recordemos los patrones que vimos de las funcio-
nes monomiales de grado a lo mas tres.

:Notas algun patrén? Observa detenidamente el exponente de la funcién f(x) y la fraccién que
aparece en la funcién F(x), después ve la fraccién y el exponente de la funcién Flx).

Anota en el espacio todas tus ideas.

fota que en la tabla anterior, para encontrar una primitiva de {a funcién f{x) = x" simplemente es-
cribimos la fraccién &= y el monomio x*4, asi:

1
J.x”dx =———x" 4,
n+1

ombinando esto con las propiedades de la integral indefinida, tenemos que para la funcién:

- 11 -1 2 3
fx)=ax"+a, _x tootaxtax+ta,




Su integral indefinida es:

a a a
ff(x)dx= ”lx””+”—’]x”+...+71x2+aox+c.
n+ n

En resumen, para calcular la integral de una funcién polinomial debes:
Tratar con cada monomio por separado.
Dejar iguales a los coeficientes.

Afiadir una fraccion de acuerdo con et exponente.

- Sumar uno a todos los exponentes de la variable.

Sumar una constante al final.

Por ejemplo, considera la funcion dada por:

8
Flx)=-5x" +6X5+§X3+X2—X.

Determinemos su integral, para esto, usando las propiedades de la integral y la férmula que obtu-
vimos para cada monomio (o bien la serie de pasos que describimos) tenemos que:

4

5 2 1,1
jf(x)dx:—-——x9+xﬁ+—x4+—X“~~x2+c.
3 3 2
Ahora consideremos ta funcion dada por:
fx) = x8 = X+ x* =2+ 1.

Determinemos su integral, para esto, usando las propiedades de la integral y la férmula que obtu-
vimos para cada monomio (o bien la serie de pasos que describimos) tenemos que:

1 1 1 .1,
jf(x)dx:»xgw—x7+——xb~~x5 +X+C.
9 7 5 3

Realiza lo que se pide.

1. Entucuaderno, calcula cada una de las integrales indefinidas. Recuerda que la diferencia:
indica sobre cuél variable se trabaja, considerando asf las otras literales como constantes.

3 \

J' .%wxﬂ dx f(—x+3)4dx

J[\—X;7+ex4+2.x+%jdx ; j.[x3~x<l+x2)]dx



9

Ly 11X —14x7 47
j. X +2x—4 \dx j. 5
2 7’ +4

J(xcos(y)+ 4)dx f(t+3)8dt

1y X
12)(4_(“_) Jt“ e X+ 1ttt |dt
T ’ 5

J- 4t+2

(X3t+yt4+tyx)dx J((X+3)3~R’)2dx

¢Laintegral indefinida de una funcién polinomial es una funcién polinomial nuevamente?
Justifica tus ideas.

Al integrar una funcion se obtiene una nueva funcién, asf que tiene sentido volver a inte-

gral, por ejemplo j(de)dx = Jx +Cydx = ;—xl +CXHC,.

Calcula en tu cuaderno la doble integral de tas funciones polinomiales, pero ten cuidado
con los paréntesis.

j(f(—x + 3)4 dx)dx

7

J'—;L_—+ex4+2x+§dx +Xxdx J(_[(t+10)10dX)dX

2

‘J(x—»«%)«%x—#dx dx ¢ J(J(X—3)3dX)+de

minar las integrales de funciones trigonométricas puede ser una tarea ardua, no es imposible,
> sf requiere mayor trabajo. Primero estudiaremos el caso de las funciones seno y coseno, luego
os la férmula precisa para otras funciones trigonométricas.




Consideremos la funcién seno, es decir, la funcién dada por:

fix) = sen(x).

¢Seteocurre alguna idea de como determinar una primitiva de esta funcién?

La manera mas sencilla es recordar la sucesién de las derivadas de la primera lectura de esta sec-
cidn, es decir:

! sen(x), cos(x), -sen(x), ~cos(x), sen(x), ...

Recuerda que una funcién F(x) es una primitiva de f(x), si la derivada de F(x) es igual a la funcidn
f(x), es decir, F'(x) = f(x).

Con esto en mente, vemos en la sucesion, que la derivada de -cos(x) es sen(x), por lo tanto, -cos(x)
es una primitiva de la funcién seno, por lo que:

J.f(x)dx = J.sen(x)dx =—cos(x)+c.
Consideremos la funcidn coseno, es decir, la funcién dada por:
flx) = cos(x).
Para determinar su derivada, consideremos la lista de derivadas de la funcién coseno:
cos(x), -sen(x), ~cos(x), sen(x), cos(x), ...

Con esto en mente, observemos en la sucesidn que la derivada de sen(x) es cos(x), por lo tanto
sen(x) es una primitiva de la funcién coseno y asi:

_ff(x)dx = J.cos(x)dx =sen(x)+c.
Veamos dos ejemplos.

Primero consideremos la funcién dada por:

Usando las propiedades de la integral indefinida y el valor de la integral del coseno tenemos que:

Jf(x)dx = —gjcos(x)dx = —gsen(x)+ c.

Ahora consideremos la funcién dada por:
fix) = cos(x) - sen{x) + x> + x - 0.5.

En este caso, la funcion fno es trigonométrica ni polinomial.

i
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_&pesarde no ser polinomial, debido alas propiedades de la integral indefinida, sabemos que para
terminar su integral sélo debemos ocuparnos de cada uno de los sumandos que aparecen, asf:

Jf(x)dx = fcos(x)dx—fsen(x)dx+ fxadx +dex—f0.5dx

1 1
= sen(x)+cos(x)+—£ix4 +Ex2 ~0.5% +C.

ta que usando con cuidado las propiedades de la integral indefinida y las integrales que afiadas
#tu repertorio puedes calcular ejemplos mas complicados.

- continuacién, te damos una tabla de integrales trigonométricas.

[xsen(x)dx = sen(x)- xcos(x) [xcos(x)a = cos(x)+ xsen(x)
Jescxhenon( 2 [sec(rld =lnfsec(x)+ tenf x|+
Jtan(x)d =-trjcos(x) [[cot(x)ab =—Injsen(x)
[arcsen(x)dx = xarcsen(x)+y1-x? [arccos(x)dx = xarccos(x)-v1-x*
(e NN L
Jeost(x)ax = A 12 o

or ahora, resulta complicado efectuar la comprobacién de las integrales, sin embargo, al final del
irso podras verificarlas con los temas que abordaremos.

Realiza lo que se pide,

1. Entucuaderno, calcula cada una de las integrales indefinidas.

J.sena(x)+12dx J.csc(x)+sen(x)dx
J'zz_zg_;dx fxsen(x)+cosz(x)dx

J.X(sen(x)+cos(x))dx fsen(x);z)i:tan(x)dx




J-ycos(x)+4dx J-chos(x)ctan(x)dx
i Jarcsen(x)+sen(x)dx Jarccos(cos(x))sen(x)dx
Jcosa(t)+yarcsen(x)+ x*dx J((cos(x)+ 2)3—75)de

2. ;Laintegral indefinida de una funcién trigonométrica es una funcién trigonométrica nue-
4 g g g
| vamente? Justifica tus ideas y presenta ejemplos o contraejemplos al respecto.

3. Calculaentucuaderno ladoble integral de las funciones polinomiales, cuida los paréntesis.

J(jsen(x)dx)dx

sten(x)dx)dx

T

I
J(J“g‘ + Sen(X)C/X + COS(X )dx
J

(sen’*(x) +cos’(x ))m dx )10 dx

J
J.(sen(x)~§)zdx)+_ief.<_ﬁ_>ic_f’5<x)dx | 4
J

xcos(x)dx)+ xsen(x)dx

Deducir las férmulas para las funciones logaritmicas y exponenciales es un poco mas complicade,
obtendremos las formulas mas sencillas y luego daremos unatabla con las integrales mas usuales

Consideremos la funcion exponencial, es decir, la funcion dada por:
fix) = ¢,

:Se te ocurre alguna idea de cobmo determinar una primitiva de esta funcién? La manera mas sen-
cilla es recordar la sucesion de las derivadas de la primera lectura de esta unidad, es decir:

er,er e, ..
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Recuerda que una funcién F(x) es una brimitiva de f(x) si la derivada de F(x) es igual a la funcién
fix), es decir, F(x) = f(x).

Con esto en mente, observa en la sucesién que la derivada de e* es e, por lo tanto, e* es una primi-
tiva de la funcion exponencial, y asi:

Jf(x)dx = Ie* dx =e” +c.

Para el caso de la funcidn logaritmo natural es un poco més complicado y es necesario usar las
propiedades de la integral indefinida.

En este caso, recuerda que si f(x) es la funcién inversa de flx) y F(x) es una primitiva de f(x), entonces:

ff‘l(x)dx =xf‘l(x)—F(f“l(x))+c.

£n nuestro caso:

fix) = e, Fix) = In(x), F(x) = e~

Por lo tanto:

jlnxdx =xlnx—x+c.

Elemplos

. Consideremos la funcién f(x) = e* + In(x).

Sabemos que para determinar la integral de la funcién f(x) debemos calcular la integral de
cada uno de los sumandos, por lo tanto:

ff(X)dX=je‘dx+jinxdx=e”+xlnx-x+c.

Consideremos la funcion f(x) = -e* + cos(x) + x2.

Sabemos que para determinar la integral de la funcién fix) debemos calcular la integral de
cada uno de los sumandos, por lo tanto:

J‘f()()dx=—J'exd)(+_|‘cos()()d)(+_[)(zd)(=—e*—sen()()+§x3 +C.

Observa que usando con cuidado las propiedades de la integralindefiniday las integrales que
afiadas a tu repertorio puedes calcular ejemplos mas complicados.

Como con el caso de las trigonométricas, sabras desarrollar, al final del curso, las equiva-

lencias correspondientes de las férmulas que se dan en la siguiente pagina. En el caso de los
logaritmos deberas tener cuidado con la base.




fo”ex dx = x"e" —nJ‘x”"leX dx +c

A continuacién, damos una tabla de integrales exponenciales y logaritmicas.

X
o

Je” senA()T?dx = %—(sen(x)—cos(x))a—c

_fexcos(x)dx x%(sen(x\)+cos(x))+c

dx
f =Ininx|+c¢
xinx ‘

J‘(lnx)ndx = x(lnx)’ —n_[(lnx\)’H dx+c paran=l

(\n+l)

1
- 1+C paran#l
] |

fsen(inx)dx = %(sen(lnx)—cos(lnx))%

jcos(lnx)dx = g(sen(lnx)+ cos(Inx))+c

jinxdx=~ inx _
n-1)x""

>
——

Realiza lo que se pide.

1. Entucuaderno, calcula cada una de las integrales indefinidas.

jeX +Inxdx

J(X +ex)2dx
_[l-g{((x+3)3—27x)dx
_[cosz(lnx)+ sen’{lnx )dx
Isen(lnx)+cos(lnx)dx

Jex+x2inxdx

2. ,;Laintegral indefinida de una funcién exponencial o logaritmica es una funcién exponer
cial o logaritmica nuevamente? Justifica tus ideas y dien qué casos siy en cuales no.

3. En este momento tienes diferentes tablas de integrales distribuidas a lo largo de tu libre
Relne todas las tablas de integrales, debes afiadir:

Integrales de funciones del tipo f(x)=x" yf(x)=x ™. Usa colores para sefialar patrc

nes en las formulas.

Tus observaciones y patrones que te sirven para identificar las integrales.

Jex(x+sen(x))dx

fe* (tan(x)cos(x)+ sen(x))dx

_[tan(eX)Jf 2

T xinx
I(lnx—S)st
Je‘”x+xlnxdx

fxze”X +ex(cos(x)+ Xz)dX




n el tema anterior construimos tablas de integracion de diferentes tipos de funciones, ahora es-
udiaremos diferentes métodos que combinados con las tablas del tema anterior te permitiran
esolver una gran cantidad de problemas.

ara iniciar, veremos el cambio de variable o método de sustitucién.

ste método proviene de la regla de la cadena de tu curso de Calculo diferencial, recuerda que si
‘enes dos funciones f:R - R y g:R— R, entonces:

(flgl)) =Flgl0)g’ (0.

i integramos la igualdad previa y usando el teorema fundamental del calculo, tenemos que;
f(g(x))+c=f(f(g(x)))'dx=fz‘”'(g(x))g‘(x)dx

2 integracion por partes se origina comparando el extremo izquierdo y el derecho de |3 expresion

erior. En este caso, el método dice que cuando tenemos una funcién que se expresa como un
roducto de una composicién y una derivada (lado derecho), entonces su integral sélo involucra
na composicién (lado izquierdo).

Consideremos la funcién f(x) = 3cos(3x).

En este caso:;

jf(x)dx = fEOs(BY}dx = fsen(3x)= —ﬂ%(—?’i)ﬂ:.

Observa el cddigo de colores. La principal dificultad del método de integracién por sustitucion
es que se debe desarrollar suficiente experiencia para identificar qué parte corresponde a la
funcién g(x) y qué parte corresponde a la funcién fix).




4, Consideremos la funcidn f{x) =e 5,

Vamos a denotar por:

ASIIIJ.f(X‘)dX=J.€—7X+5dX=JAf(.S(X))dX‘

;Qué falta para usar el cambio de variabte?

Eltérmino que falta es la derivada de la funcidn s(x). Podemos afiadirlo asi:
-7

fix)dx=|e ™ dx=1r(s(x))ldx=|:(s dx

[f(x)ax = [ sta)rae=[ (st)

=_%fr(s(x))s‘(x)dx =_%r(5(x))“=_%eqx+5 e

Considera ta funcion flx) = (2x + 8)
Para calcular la integral, podriamos expandir el binomio y resolver la integral monomio a mo
nomio, pero en lugar de eso, resolvamos usando un cambio de variables.

fad

Fara ello, definimos: u = 2x + 8 y asi, derivando, tenemos que du = 2dx. Por consiguiente:
d 1
ff(x)dx - f(2x+8)3dx - [u37u == utrc= §(2x+8)4 +c.
Lo que hicimos fue despejar el valor de dxy poner la integral en términos de u y de du.

Alfinal, los tres ejemplos que vimos son diferentes presentaciones del mismo método y debes

identificar cudndo usarlo.

En resumen, para usar el método de sustitucion en la integral Jf‘(u(x))u'(x)dx tenemos estos

pasos:

Se hace el cambio de variable.

Despejamos uy dx en la integral.
Jf‘(u(x))u‘(x)dx=Jf'(t)dt‘

Silaintegral es mas sencilla, la resolvemos .
Jf‘(u(x))u'(x)dx - jf'(t)dt: f(t)+c.

Volvemos a la variable inicial.
jf‘(u(x))w(x)dx:jf'(r)dr=f<t)+c=f(u(x))+c.

Ten cuidado, estos pasos no son una regla estrictay en general vas a necesitar hacer muchos ej

cicios para tener suficiente practica.

-l

s
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4 Realiza lo que se pide.

1. Resuelve las integrales en tu cuaderno usa ndo, el método d

e cambio de variable. Recuerda
poner todos los pasos y justificar el desarrollo.

105
J.(~87x + 4~3) dx

e

J.(6X4;7)5dX

43 105
=8Tx+— | dx
e

f(x2—2x+6)5(2x~2)dx

f\/5x—3dx

fe3x(l—e3x)2dx
1(4—ln(x+3))3 "

X+3

J- —9sen( 3x)

,3/1 + 3cos 3x

J‘ex+e"dx

fSeZX_eXdX

*—1

fxﬁTxdx

2. ;Surgié algln patrén o idea después de resolver las integrales? Anota tus conclusiones.




La integracidn por partes también se origina por una propiedad del calculo diferencial,
para ello, si tenemos dos funciones diferenciables f(x) y g(x), entonces:

(fx)g(x))’ = P(x)g(x) + fix)g’ (x).

Integrando la igualdad anterior y usando el teorema fundamental del célculo, tenemos:

Fx)gix)+c = [(FX)gb)dx = [F(x)gLadx+ [flx)g'(xdx.

De esta manera, la integracion por partes se expresa por la férmula:

Jf(x)g’(x)dx =f(x)g(x)~ ka‘(x)g(x)dx +C.

En este caso, observa que para usar el método de integracion por partes, deben apars
cer dos factores y uno de ellos debe ser facil de integrar.

Consideremos la funcion h(x) = x sen(x).

Vamos a denotar por:
f)=x, flx)=1,
glx)=—cos(x), g'(x)=sen(x).
Por lo tanto, usando la férmula de integracién por partes, tenemos que:
sten dx Jf "(x)dx =f(x Jf xidx +c¢
=—xcos(x —J—cos x)dx+c=—Xcos(x)+sen(x)+c.

Aligual que el método por sustitucion, el método por partes requiere practicay ¢
aprendas a identificar patrones.

Por ejemplo, observa qué hubiera pasado si intercambiamos el papel de la funci
fix) y glx}, es decir, consideremos:

glx)=05x%, g'(x)=x,
f(x)=sen(x), f'(x)=cos(x).

Por lo tanto, usando la férmula de integracién por partes tenemos que:
sten dx Jf "(x)dx = flx Jf xX)dx+c¢

=0.5x%sen(x)- JO.SXZCOS(X)dx +C.




En el caso previo, la expresion empeord, ya que ahora tenemos un término cuadra-
tico en x que no tenia.

Por lo tanto, para usar de manera correcta el método por partes, debemos buscar
que las expresiones se simplifiquen y que los exponentes bajen de grado.

Tendras que hacer varios ejercicios para adquirir habilidad con estos métodos de
integracién y resolverlos de mejor manera.
Consideremos la funcién h(x) = xe*.

En este caso, vamos a denotar por:
f(x)=x, f'(x)=
glx)=e"

X

» g'x)=e".
Por lo tanto, usando la férmula de integracién por partes, tenemos que:
.[xe dx = .[f (X )dx = f(x .[f Xydx+c¢
=xe”—_[e‘dx+c=xe‘+e*+c.

Consideremos la funcidn: h(x) = x?lnx.

En este caso, vamos a denotar por:

Por lo tanto, usando la férmula de integracién por partes, tenemos que:

_[x Inxdx = _[f "(x)dx = f(x .[f X)Ydx +c

= 1)(3lnx—1.[x3—l—dx+c
3 3 X

1 1
==lnx-=x*+c.
3 9
En este método no hay un procedimiento candnico, pero aqui hay algunos consejos
gue pueden ser Utiles:

-as funciones polinomiales, logaritmicas y arcotangente, se eligen como f.

Las funciones exponenciales y trigonométricas del tipo seno y coseno, se eligen
como g’

» Sila expresion es polinomial siempre debes buscar reducir el grado de la expresidn.
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En el video se da un repaso
de la integracién por par-
tes, practica para recono-
cer las regularidades de
este método.

bkmrt.com/WOfXlu

. &




Resuelve las integrales en tu cuaderno, usando el método de integracién por partes. Recuer-
da poner todos los pasos y justificar el desarrollo.

1 _[XeXdX 2, J~Xcos(x)dx o
3, szlnxdx 4, J.\/;lnxdx
. X
5, szcos(x)dx 8. IWX
7. Je*(x2—2x+l)dx 8. Ie‘*sen(x)dx
3, _[e“cos(Sx)dx 10._[(t2+t)e”2fdt Ao
11 Jm)dx 12, JSszdx .
X

13, Jsen(lnx)dx 14 Jlnxdx Ze
15, _’-S—e-njz—(—x—)+xeXdX 18, Jcos(x)ln(sen(x))dx
1“7.J‘e’4x<sen(4x)+cos(2x))dx 1s<_|.xvmdx
19, jlifdx 20. fflﬁﬁ-t\e**zt@dt

X T2 )i 5t

donde p(x) y glx) son funciones polinomiates.

El método por fracciones parciales se origina del algoritmo de divisién de polinomios en una va
riable y busca escribir las funciones racionales como sumas de funciones mas sencillas.



Eje: Pensamiento y
lenguaje variacional £

Si el grado de p{x) es mayor o igual al grado de g(x), entonces:

donde s(x) y r(x) son funciones polinomiales. As:

(x) (x)
jf(x)dx=j%dx=js(x)dx+]§(—);—)dx,

oor lo tanto, siempre podemos asumir que el grado de g(x) es mayor al de r(x).

tsta es larazén de la importancia de resolver integrales cuyo integrando sea un cociente en el que
el grado del denominador sea mayor que el del numerador.

A continuacion, presentaremos algunos métodos que te ayudaran a resolver estas integrales.

Caso 1. Raices simples.

£n este caso, la funcién racional f(x) puede escribirse de la forma:

px) A B C
= = + + +
qlx) x—-a x-b x-c

donde los coeficientes A, B, C, ..., se deben determinar analizando la funcién polinomial p(x). Asi:
A C
[finar = [E8 g |
g(x)

B
X_adx+_[x_bdx+j ax+...
= Aln(x—a)+BIn(x—b)+CIn(x—c)+...+c.

X—C

Eiemplo

Considera la funcidn f(x)= ylaidentidad X - 1 = (x - 1)(x + 1).

x’=1
1 A . B Alx+1)+B(x-1) x(A+B)+1(A-B)

De lo anterior tenemos: f(x)=

X =1 x-1 x+1 x 41 X'+l

a expresion anterior nos da los sistemas de ecuaciones A + B = 0 YyA-B=1,vyaque el primer nu-
merador debe serigual al Gltimo numerador.

Este sistema tiene como soluciones A=0.5 y B=-0.5.

orlo tanto:

jf(x)dx = j%d)ﬁ J;—i’i—dx = O.Sln(x—l)—O.S[n(X+l)+c.




donde los coeficientes A, B, C, ..
exponentes 1, n,,n,, ..., son ndmeros naturates.

., se deben determinar analizando la funcidn polinomial p(x) v los

fadk =[P (A g[8 e[S e
L e [ [ P

La solucion de este tipo de integrales depende si las exponentes son mayores que uno.

Por consiguiente:

g XmxA2 A B A1 Blx+])
.\/\}“{v .v‘,‘ v '1T/», 1\'2__ Ry —
(x+1)(x=1) x+1 {x-1 x+1)(x-1)

En este caso, los coeficientes sonA=1vB=1,

o

Por lo tanto:

dondeu=x- 1.

En este dltimo caso, tuvimos gue combinar
titucion para dar con el resultade y, en gene

et método defr
r.w.

el método de sus-
arios métodos.

e
O
=3
m
(%3]
j]
B
0.
Y
T

= ou

<

_(_&

Resuelve las integrales en tu cuaderno, usando el 1y
poner todos los pasos y justificar el desarrolio.

ig de fracciones parciales. Recuerda




5x°—36x+48
4. |—————dx

x(x-4)

22 —4t+1
t2—2t+1

3x°—8x%+10
10, | ————dx

x(x=1)’

5. fX T-8x+15
X*—6x+5
8. J=3X +X— 1
X 5X+6
j2t3—t2—t+3
t(t-1)(2t+3)

3 3x+1
3. — 4 14,
Jnx2+3x X Jnx +4x+3
6x+7 . 1
x+2) x*=1

&

stitucion trigone

siguiente método se basa por completo en las identidades trigonométricas

6. f 2x-7
6x 5x+1
9. f 5x-11
2x —X— 6
12, X1 X
X3 4+3x%4+2x
5x-3
15.
(x+1)(x=3)
13, L dx
x*=1

la tabla presentamos algunas de las identidades trigonométricas principales.

Eje: Pensamiento y

lenguaje variacional

, ¢las recuerdas todas?

sen?(x) + cost(x) = 1 cos(x t y) = cosx cosy + senx seny
tan®(x) + 1 = sec?(x) sen(xxy) = senx cosy * cosx seny |
Cot?(x) + 1 = csc¥(x) sen(2x) = 2senx cosx
ta n(2x) = 2tan(zx) 05(2x) = cos*(x) - sen?(x)
1-tan*(x)

3 sustitucion trigonométrica usa las identidades trigonométricasy el método de sustitucién para

solver las integrales del tipo:

\/az—uz, Vot +u? y Jul-a?,
onde @ es un nlmero real.
ittty

nsidera la funcién f(x)=+v9-4x2, - Aqui, f puede verse como un cateto en el tridngulo rectangu-
de hipotenusa 3. Como colocarias estos valores?




Eligiendo el cambio de variable: x=§sen( )dx=§cos( )du, tenemos que:

[¥2]

(¥4

J x)dx = J\/9—4)<~dx'[94( sen(u )(cos duj

=%J1/l—senz(u\cos(u)du=%Jcosz(u du
2 COS—UJ)SEWJ)+2U+C =x\/9—~Z)7+—i—arcsen(2?X)+c.

<

2 2

En este caso, la integral resultd ser mas complicada que las ya estudiadas, pues fue necesario:

- Hacer el cambio de variablede xa u.
- Usar las identidades trigonométricas.

Resolver la integral del coseno cuadrado (revisa tus ta- “
blas de integrales trigonométricas).

. Hacer el cambio de variable de v a x.

i

Para el dltimo paso fue necesario considerar el triangulo
rectangulo de la figura 2.4.

De esta imagen deducimos que:

2
sen(u):%, cos(u)=-9—_34—x. 3

) 1 i3
Consideremos la funcion f(x)=——.
\/l*X2

Eligiendo el cambio de variable x = sen{u); dx = cos(u)du, tenemos que:

jf(x)dx: N ——dx= jm cos(u)du)

B jcos(u)
~Jcos(u)

: - 1 ﬁ -
Consideremos la funcion f(x)= ——=. 7

V1+x?
Elegimos el cambio de variable x = tan(u); asi dx = sec?(u)du. Por lo anterior, tenemos que:

du='[du=u+c=arcsen(x)+c.

Jf(X)C/X= (secz(u)du)

1 1
Jﬂ\/lerQ dX:'[\/lthanz(u)

’.[bseecc\(U))du JSec(U)dU=|”}59C(U)+tan<u)1+c

= !n]sec(arctan(x))+x}+c.

Una vez mas fue necesario consultar las tablas de integrales trigonométricas; siempre qt
llegues a una expresion sencilla revisa tus tablas, seguramente ahf encontraras la solucion.




Como resumen, podemos decir lo siguiente.
. .2 2 2 . . .
» Si tenemos una expresién ¥ X~ +n°, realizamos el cambio de variable x=n tan(u).
. . 2 2 . . .
» Sitenemos una expresion VX —n, realizamos el cambio de variable x = n sec(u).

. . 2 2 . N .
o Sitenemos una expresion Vi1“— X", realizamos el cambio de variable x= n sen(u).

4 Resuelve las integrales en tu cuaderno, usando el método de sustitucién trigonométrica. Re-
cuerda poner todos los pasos y justificar el desarrollo.

2.

12. J——————dx

ot

y 1
14, | =——tx

Vx*=4x+13
15. j\/12+ 4x—x*dx

18, j———XZX‘az

dx

gonométricas

s Ultimas integrales que veremos son las potencias de funciones trigonométricas.

este caso, ya tienes a la mano dos férmulas: la integral para la n-ésima potencia del senoy la
tegral para la n-ésima potencia del coseno.




Consulta el enlace que
muestra un problema mas
complejo, pero realizable,
sobre integrales trigo-
nomeétricas.
blnrt.com/AvB3DJ

Las formulas son, respectivamente:

) n-1 3 -
[sen'(x o SET (X)COS(X)+” ljsen”’z(x)dx.
) n n

cos”’l(x)sen(x)+n-l :

Jcos”(x)dx = Jcos™(x)ax.

n n

Para iniciar, deduzcamos estas formulas para n = 2 y luego trabajaremos diferentes
ejemplos para notar las diferencias de cuando n es par o impar.

Consideremos la funcion: fix) = sen?(x).

Usando la identidad sen (x) l_c_o_zs_(_2_) , tenemos que:
f(x)—sen( ) 1_~£O_S<2_X)'
2
Por lo tanto:
J )k = Jsen o < J-l cos( 2x J . J‘cos(ZX)dx=£~sen(2x)+C

2 4

Nota que es de vital importancia recordar todas las identidades trigonométricas que
puedas, te invitamos a que revises el material que creas que te hace falta.

Consideremos ahora la funcion f{x) = sen’(x).

Volveremos a usar la identidad sen?(x) + cos?(x) = 1 y el método de integracion por susti-
tucién. En este caso, la integral es:

Jf Jdx = '[sen Jox = fsenz(x)sen(x)dx=J(lwcosz(x))sen(x)dx
=fsen(x)dx—'[cosz(x)sen(x)dx=—cos(x)—Jcosz(x)sen(x)dx.
Para resolver la Gltima integral, hagamos el cambio de variable:
u = cos(x); du =sen{x)dx.
Asi, laintegral se convierte en:
fcosz(x)seﬂ( Jdx = fuzdu=§u3+c=§cos3(x)+c.
Por tanto, la integral original es:
jf(x')dx=jsen3(x)dx —cos( Jcos (x)sen(x )dx=~cos(x)—%cos3(x)+c.

Observa que es imposible aferrarte a un método, debes dominar todos los métodos y
usarlos con toda ta libertad y creatividad que puedas.




ntes

que

Eiemplos

Consideremos la funcidn f(x) = sen?(x)cos?(x).

1-cos(2x)

2()()=£+—C9E—(2—X). En este caso,

Usaremos las identidades sen’(x)= y cos

laintegral es:
ff(x)dx =fsen2(x)cosz(x)dx = f(l-COZS(ZX))(l+cozs(2x))dx

=~zjl—cosz(2x)dx = %(x—fcosz(ZX)dx).

Para resolver la Gltima integral, considera el cambio v = 2xy du = 2dx, por lo tanto, la

integral es:
: L feos?(u)du=2 Lyl e S
fcos (ZX)dX—zfcos (u)d —2(2u+4sen(2u)+cj—2(X+4sen(4x)+c).
De esta manera, la integral con la cual iniciamos es:
— [sen’(x)cos"(x)d = +{x~ [cos )21(1__1_ )
jf(x)dx jsen (x)cos*(x)d =X _[cos (2x)ax 705 8sen(4x) +C.

En general, vas a tener que combinar todos los métodos e ideas que tengas para dar con
2l resultado adecuado. Con la suficiente practica todo esto serd mas sencillo y podras

realizar las integrales de manera mas agil.

Productos esperados

Actividad de aprendizaje 14

¢ Resuelve las integrales en tu cuaderno con el método de esta seccién. Desarrolla
todos los pasos y justificalos. Recuerda consultar tus identidades trigonométricas.

1. [sen*(x)i 2. [cos*(ax)sen(ax)dx 3. [sen’(x)cos’(x dx
[cos (i) 5. [sen®(3x)cos?(3x)dx 6. [cot®(x)dx
[sec*(t)et 8. [esc®(x)ax 9. [tan®(x)sec*(x)ix
[sec*(x)aix 11, ftan?(x)sec’(x)dx 12 [sin®(t)cos’(t)at

jsen“(x)cos(x)dx 14. Jsen(3x)cos(2x)dx 15. jcos(Sx)sen(Zx)dx

Jtan%x)sec’*(x)dx 17, [tan’(2t)sec’(2t)dt 18, f2cot3(x)csc5(x)dx

Jsen3 . 2&'[ sen(t) dt 21, Jsen(St)cos(3t)dt
cos(x) cos(t)

£ie: Pensamiento y
lenguaje variacional
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- Responde los ejercicios, usando lo aprendido en este parcial.

fix) = 10x glx)=9x*
g(x) - flx) h{x) = 27

3g(x) - 5h(x) 2(f(x) - h(x)

Utiliza la propiedad de la funcién inversa para determinar la integral con los datos
que se proporcionan, luego integra con las propiedades que conoces, ;se obtuvo lo

mismo?.

FH{x) = x; F(x) = 0.5x%.

Obtén antiderivadas para las siguientes funciones.
fit) = -6t fix) = 12x*

f(t) = cost fix) = -2sen2t

Determina la funcién de acumulacién de f(t) para las funciones solicitadas con los va-

lores que se proporcionan. Grafica el resultado.
fity=4;a=-5yb=-3,5,9,12, x.
f(t)=-6x+2;0=0.5yb=3,6,9,x.

Continda las sucesiones de derivadas, escribe los siguientes cinco términos y busca

patrones a partir de ellas.

x1% 1055 : : :

En cada inciso, determina las primitivas de la funcién dada.
flx) + g(x)

4f(x) + h(x)
=3(hlx) + 2g{x))

Fi{x) = 0.5(x - 5); F{x) = x* + 5x.

fly) =-16x°
fly) = secy tany

flty=2x+1;a0=-0.5yb=0,1,2,x.
fit)=3x,a=0yb=4,8,12,x.

cos(x); —sen(x); ; ;

tan(x); sec?(x); ; ; ;

x—ln|x+l|;—X~; ; ;
x+1
Calcula las integrales indefinidas.
J(—x3 +4x7+ 3)4dx
J[tan(x)+cot(x)]dx

J‘ senx dx

cos’ x~/secx

J(I(x+2)2dx)+ xdx

je“(ﬁ ~1)dx

J'x3senxdx




Poder expresar tus sentimientos de manera adecuada es una habilidad que te permitira te- - j
ner una vida emocional mas sana, pero ademas puede influir en personas que te rodean y
quiza, con un simple “gracias”, hacerle el dia a alguien.

En la historia moderna de la matematica ha habido varios casos de gente que reconoce el
trabajo de sus colegas: '

« Emmy Noether y Albert Einstein. Emmy Noether (23 de marzo de 1882 - 14 de abril de ,
1935) fue una matematica alemana y reconocida por contribuciones de fundamental im-
portancia en los campos de la fisica y el algebra. Fue considerada por David Hilbert y
Albert Einstein como la mujer més importante en la historia de la matematica. '

Su vida fue un ejemplo de lucha y perseverancia, pues tuvo muchas dificultades perso
nalesy en su carrera académica. Sin embargo, siempre se esforzé en compartir con los
demds sus conocimientos Yy sus recursos, fue una excelente maestra y sus estudiantes
siempre le agradecieron la dedicacién con que los tratd.

David Bradley Massey y L& Diing Trang. David Massey (24 de agosto de 1959-) es un rec

nocido matematico estadounidense, autor de muchos libros de nivel basico y de impor:
tantes articulos de investigacion. Massey, como gesto de admiracién y reconocimiento a
la gran carrera de L& Diing Trang (1947-), inventé unos objetos matematicos que reciben

del nombre de los ndmeros de L8,

Como puedes apreciar, llevar una relacién sana
con tus colegas, comparieros y gente que te rodea
es muy importante, y reconocer sus logros y cé6mo
han influido en ti, seguro que los har4 sentirse im-
portantes en tu vida.

Te invitamos a que expreses tus sentimientos y
puedas agradecer por todas las personas que han
contribuido para que estés en este momento aqui.

4 Piensa en algo positivo que haya hecho alguno de tus compaiieros por ti y en cor
conocerlo frente a los demas y contesta.

1. ;Quéte gustaria que reconocieran en tj?

2. ;Qué puedes hacer por aquellos compafieros que no conoces suficiente par
algo positivo de ellos? '




Proyecto integrador

Como has visto, la tinica manera de obtener las integrales indefinidas de ciertas fun-
ciones es recordando ejemplos previos y reconociendo integrales a simple vista.

En esta ocasion, vamos a construir un juego de memorama especial para integrales
indefinidas.

4 En equipos formados por su profesor, construyan lo siguiente.

1. Porcada integral de las tablas de integracion, elaboren dos fichas: una con la
integral indefinida y otra con el resultado de la integracion.

2. Aparte, elaboren fichas que tendrdn un papel diferente en el juego, éstas serdn
de dos tipos:

Fichas con cada teorema de integracion.
Fichas con cada método de integracion.

Las reglas para jugar este memorama son fas siguientes:
Las fichas con [as integrales se revuelven y se colocan boca abajo. Igual que

en un juego de memorama clasico. Las fichas con los teoremas y métodos
deintegracion se colocan aparte, boca arriba.

El objetivo es voltear dos fichas que relacionen la integral indefinida con su
resultado. Cuando alguien haya encontrado un par correcto, debera sefia-
lar cudles teoremas y métodos de integracion fueron necesarios para obte-
ner la igualdad, si es correcto suma un punto y se quitan fas fichas de las
integrales, si falla en la eleccion de los teoremas y métodos se regresan las
fichas de las integrales boca abajo y no suma ningtin punto.

Gana quien junte mas puntos.

Bajo la supervisién de su profesor, jueguen algunas partidas y practiquen sus integra-
les. Al final, guarden todas las fichas en su portafolio de evidencias,

Sismos y logaritmos

Como se vio en cursos anteriores, a funcion logaritmo
suaviza las curvas. Esto o aprovecha la escala de Rich-
ter'para poder interpretar fendmenos potentes como
sismos, cuya medicién es dificil de realizar.

El area bajo fa curva de la funcién para la escala de Rich-
ter, ofrece la energia liberada por el sismo, esta es una
aplicacion directa de la integral a fendmenos naturales.

;Qué obtendriamos al calcular el drea bajo la curva de
una funcién de crecimiento poblacional?




"

a prueba Planea

4 Practica para tu participacion en la prueba Planea con este examen.

1. Para las funciones f{x) = -3x2 - 6x - 3, g(x)
=42 -Tx+5yh(x)=-2x*+11x~ 1, hallala
funcion suma f{(x) + g(x) + h{x).

L =X -2x-1 X+ -1

= -2+ 1 -+ 2x+1

;Cudl es el resultado de multiplicar x + 4
con x* - 47

X —16

X -4x-16
X+axt-4x-16
X =42 +4x — 16

;Qué distancia recorre un auto queviajaa
velocidad dada por v(t) = 2t los primeros
10 segundos?

10m
100m

;Cudl es la pendiente de la sucesién dada
por:-7Tn+12?

Es la razdn del drea de un cuadrado de
lado 1y el area de un tridngule rectangu-
lo isosceles de hipotenusa 2.

2. Esla expresion que representa el
dio det triple de un niimero con
de la diferencia de otros dos.

3a+2(b-c)

4. Encuentra el término 13 de la
11,10,7,2,-5, ~14... ‘

-127
-142

;Cudl es la altura maxima g
un balon cuya trayectoria e
por flx) = -2+ 6x +17

3m

s 10m

10. El vigésimo elemento de ta su e
6, 10... es. ‘

420
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! Con base en la ribrica, identifica tu nivel logrado en cada aprendizaje esperado. Recuerda repasar ios te-

mas para mejorar.

Encuentra la antiderivada de
funciones elementales.

Descubre relaciones inversas entre
derivacién e integracidn: “Side una
funcion se obtiene su derivada, qué
obtengo si de esa derivada encuentro
su antiderivada®,

Calcula la antiderivada de funciones
trigonomeétricas basicas.

Interpreta, por extensidn o
generalizacidn, la integral indefinida
de funciones polinomialesy
trigonométricas basicas {senoy
coseno).

Reconozco las
antiderivadas de funciones
elementales.

Entiendo la relacién entre
la derivada de una funcién
y la antiderivada de la
misma.

Reconczco las
antiderivadas inmediatas
de las funciones
trigonométricas basicas.

Aplico correctamente
loas métodos de
integracion para las
funciones polinomialesy
trigonométricas basicas.

dentifico los coeficientes

y exponentes reiacionados
con las antiderivadas de las
unciones elementales.

Conozco el teorema
fundamental del calculo
y sé cdmo aplicario a los

problemas de antiderivadas.

Aplico métodos de
integracion para determinar
tas antiderivadas de las
funciones trigonormétricas
basicas.

Identifico el uso de las
integrales indefinidas
para obtener funciones
de acumulacién para las
funciones polinomialesy
trigonométricas.

Utitizo distintos métodos
algebraicos para obtenery
simplificar las antiderivadas
de las funciones

S
elementales.

Relaciono los conceptos
de cambio instantdneoy
acumulacién, mediante sus
formas de pendientey drea
bajo la curva.

Distingo el uso de métodos y
equivalencias de funciones
trigonométricas basicas

para ta determinacion de sus
antiderivadas.

Aplico las integrales
indefinidas en los probiemas
que requieren conocer el
area bajo la curva, como la
velocidad y la posicidn.
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Para reflexionar

¢ Disfrutas la mdsica?

(Has tenido dias en los gue lo tnico que te levanta es ponerte a escuchar masica?

MNuestro objetivo
Poder relajarnos escu
Paso a paso

En un momento a solas o usando audifonos, detén tu rutina y escucha las siguientes
canciones:
The Departure de Max Richter
The King’s Speech interpretado por Alexandre Desplat
Muvole Bianche del compositor Ludovico Einaudi.
También puedes escuchar a Dmitri Sheostakovich, Grigory Sokslov y Chopin.
O bien Thinking Out Loud y Photograph de Ed Sheeran o Malibu de Miley Cyrus.
+ Después de escuchar las canciones, responde las siguientes preguntas:

1. ;Qué sentias al escuchar las canciones?

2. JTuhumor tuvo in camibi spués de escuchar las canciones?,

Para terminar

Escuchar misica en un momento de estrés puede ser una manera de reiniciar y tomar nue-
vas energias, nunca dudes det poder de la mdsica.




4 A lo largo del semestre desarrollaremes tu Pmy»_c@t@ de vida, con el fin de clarificar lo que deseas
para ti y que puedas tomar decisiones que marguen la direccién de tu futuro, asi como realizar una
reflexion sobre las implicaciones que tiene en tu vida el hecho de lievarlo a cabo.

i Organiza la informacidn de tu Proyecte de vida.
Copiay completa en tu cuaderno el siguiente cuadro

1. Escribe en la primera columna las metas mds importantes que deseas lograr. Agrega las filas que
sean necesarias.

| |
| |
| !
| |
i |

Una vez que organizaste la informacion en la tabla, léela con atencién para que tengas un pano-
rama general de lo que implica el planteamiente de tu Proyecto de vida.

Escribe por qué consideras que es importante elaborar un Proyecto de vida

Elabora un organizador grafico en el que i corpores frases que te motiven a trabajar dfa con dia
en tu Proyecto de \/Edaj incluye tus metas para que las tengas presentes todo el tiempo. Coloca

este organizador en un lugar visible en fu casa. Utiliza el siguiente esquema para hacer un esbozo
y ve enriqueciéndolo paulatinamente.

Proyecto de vida de:.

Personal

Familiar

Laboral




Previamente estudiaste el concepto de laintegral indefinida y las primitivas de una fun-
sy su relacidon con la derivada. Ahora va-

mos aes aai‘w el concepto ,"e la integral definida y su relacion con el area bajo la curva.

Es importante que tengas siempre presentes las tablas de integrales que construimos

previamente, te serdn muy Otiles en las siguientes lecciones.

A continuacién, veremos la definicion formal de una integral definida y el resto de la lec-
cion la usaremos para e piicar cada uno de los elementos. Es necesario que recuerdes
el concepto de limites, si tienes dudas te invitamos a que revises en tu libro de Calculo
diferencial todas las definiciones necesarias.

Sea f: R>R una funcién v consideremos dos nimeros reales a, b tal que a es menor que b.

Laintegrat definida es una Una particién uniforme del intervalo cerrado [a, b] es una coleccion finita de nime-
suma infinita, de hecho et ros ascendentes @ = x., x = b donde cualesquiera dos nimeros consecutivos
simbolo | representa una $ OA s EILES & = %o 4 Ay donde ¢t qui ue ° o
largay se usa para denctar estan siempre a tina misma distanc A .Vamos a denotar a ta particion por P.
la suma.

3 A .“,/\

La suma de Riemann respecto a la funcion fy la particion P_se define como

at intervalo [a, b] es

i
[1%3




Veamos un ejemplo. Consideremos la funcion lineal

f(x)=3—1§x. ty
It
En la imagen de la derecha pue- 2
des apreciar su grafica. Vamos a L S
determinar la integral definida iy X
de la funcidn frespecto al inter- of 1 2 3 4 5 & 7 5 o
valo [0, 9].

De tu curso de Calculo diferencial sabes que calcular un limite es lo mismo que aproxi-
mar un nlimero, por eso en este caso vamos a analizar [a tabla:

1 - =7 S, =F(X,)A, +F(x,)A, =9(3+0)=27.
9-0
2 —2—=4.5 S, =F(x)A, +F(x,)A, +F(x,)A, = 4.5(3+1.5+0)=20.25.
9-0 :
5 218 So= D f(X,)A=18(3+2.4+1.8+12+0.6+0)=16.2.
5 “
9 0 10
10 209 Sio= > f(x;)A,,=0.9(16.5)=14.85,
i =0
9-0 100
100 Too ~0-09 Sio0= D F(X;)A,00 =13.63.
=0
9-0 %
1000 ——=0.009 S0 = >.F(X)A,pp =13.51.
1000 A
9 O 10000
10000 —~—=0.0009 S0 = P, F{X JA 00 =13.501.
10000 10000 ; J 10000
9-0 0.00009 100000
100000 100000 Sio0000 = E f(Xj)Alooooo =13.5001.
j=0

9
Con esta tabla podemos afirmar que S = ff(x)o’x=l3,5.
0

Como puedes observar, determinar una integral definida es un proceso un tanto largo.

Mas adelante veremos su relacién con los temas previos y como es que puedes realizar
estas integrales de manera mas rapida.

Eje: Pensamiento y
lenguaje variacional |

Las dltimas cuatro entra-
das de la tabla se calcu-
laren programando. El
codigo del ditimo caso es:

delta=0.00009

sum=0

for x in range(0,100001):
sum+=(9-x*delta) *delta
print(sum)

Es en Python, investiga

cémo puedes hacer tus
ejemplos.
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lenguaje variacional

Para aproximar con n subdivisiones usando rectangulos el 4rea bajo la curva de X,ax,
donde n es un niimero natural, vamos a hacer lo siguiente:

Pl

- Subdivide el intervalo de X, a X, enn pedazos, preferentemente del mismo tamafio.

M

Enumera de manera creciente los puntos que creaste con la subdivisién, por ejemplo
B H H

Xy Xy e X

. Calcula el érea de los rectangulos de la forma (x_, 0), (. flx ), x ., 0y X 0
fix_+1)).

4. Sumalas dreas.

b
Ahora, la integral definida de frespecto al intervalo [x, x,] es S=ff(x)dx=lim$n, donde

a

S, =F A, +F0x,)A, +.+lx, )8, = S(x

j=0

A

/ n

¢Notas alguna semejanza entre las definiciones? Escribe en el siguiente espacio tus ideas.

Antes de dar con la relacién precisa entre ambos conce

ptos, vamos a analizar un ejem-
ploy su gréfica. Consideremos la funcién flx)=1-x.

Enlasiguiente tabla, vamos a aproximar el drea bajo la curvade 0a 10 con 5 rectangulos
yvamos a calcular la suma de Riemann con una particion uniforme de tamafio 5.

A continuacién, puedes

, ALY
observar los recténgu- e, Y
tos que elaboramos para  %* - K
. ;2 ) 068 e
aproximar el area. oad o ; - | R,
0.2 , 1 g - = S

Ahora debe ser clara la
relacidon precisa entre
las sumas de Riemann y

el método de aproximar el 4rea bajo la curva: ambos métodos son una manera de
aproximar el drea bajo la curva. Con esto en mente tenemos lo siguiente.

05 1 15 2 25 3 35 4 45 5 55 ¢ 6 3 75 8 85 § 95 10

WW%W\WNMVMWMWWM@W@MWWWMNNWW =




El area bajo la curva de la funcion f(x) de x_ a x, es igual a la integral definida de f
respecto al intervalo [x, x ], es decir,

Area =ff(x)dx. &l
De forma analoga tenemos que el drea absoluta bajo la curva de la funcidn f(x) de x0 it
a x1 es igual a la integral definida de |f] respecto al intervalo [x , x ], es decir,

Xy
Area absoluta = [1f(x)dx.
Xy
La prueba de esas dos igualdades es manipulando de forma correcta las sumas de
Riemann vy los limites involucrados. Si quieres ver como se realizan esas pruebas, te
invitamos a que consultes la bibliografia al final de este libro.

Veamos un Gltimo ejemplo. Vamos a aproximar el area bajo la curva de la funcién
flx) =x>+1de 0 a5 Como queremos aproximar, vamos a usar sumas de Riemann
para ello, en este caso tenemos que:

2 5-;9=2.5 S, =F(x,)A, +F(x,)A, 4 F(x,)A, = 2.5(147.25+26) =85.625.
5-0 10 :
10 5 ~0° Sio= 2 F(X;)A,g=53.625.
j=0
5-0 100
100 Too "% Sipo= 21X YAy = 47.34.
j=0
5-0 0.005 1000 ,
: 1000 1000 =0.00 ; 51000 = Ef(xj)Alooo =46.73. _—
; ! : =0 e
: 5 -—-O 10000 ‘
10000 - =0.0005 S 10000 = % FOX)A 1000 = 46.67. | -
5.0 : 100000 -
100000 =0.00005 S1g0000 = 2 f(Xj)ALOOOOO =46.667.

100000 ! <
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# Usando lo que has visto en las dos lecciones previas, aproxima lo mejor que puedas
el area bajo la curva de la funcién f(x)=v1-x?, respecto al intervalo [-1, 1]. Pri-

mero rellena la siguiente tabla usando sumas de Riemann. Escribe en tu cuaderno
todas las cuentas necesarias,

10000

100000

Con la informacién de la tabla, determina la siguiente integral definida

}VI—xzdx=
-1

Posteriormente, dibuja en tu cuaderno ia grafica de la funcién fx).

Con toda esta informacién, respondeentuc

uaderno las siguientes preguntas, explican-
do a detalle cada una de tus ideas:
> ;Quéregidnesla que estafnos determinando?

¢Conoces alguna férmula para el drea
de esa regién?

{Qué sucede si al valor de [a integral definida lo multi

plicas por dos? ;Es algtin n-
mero conocido?

¢Cémo se relacionan las dos preguntas previas?




Previamente estudiamos el concepto de funciones de acumulacion. El tecrema funda-
mental del calculo dice que si f(t) es continua y definirmos

entonces,

Por lo que vimos en la leccion anterior la funcién Flx) determina el area bajo la
respecto alintervalo [g, x], de ahi viene su nombre de funcion de acumulacion {de
La primera parte del teorema fundamental del calculo establece una relacion entr
integral definida v la derivada. La segunda parte del teorema fundamental del calculo

nos da una relacion entre la integral definida y las primitivas.

El segundo teorema fundamental del caleulo (o regla de Newton-Leibniz, o también
regla de Barrow, en honor al matematico inglés Isaac Barrow, profesor de Isaac Newi-

ton) dice que,

"Sea f(x) un funcion definida en el intervalo {o, b]. Silaintegral definida de frespecto al
intervalo [g, b] existe, entonces

[fix)dx=F(b)-Fla),
donde F(t) es una primitiva de la funcion f(x). "

Gracias a la segunda parte del teorema fundamental del calculo podemos calcular inte-
grales definidas de forma facil. Veamos dos ejemplos.
%xd Vamos a calcular el area de un trian-
T gulo rectangulo de base by de altura
h. Sin perdida de generalidad pode-
mos asumir que el trigngulo esta ubi-
cado sobre el plano cartesiano como
enlaimagen de la izquierda.

En este caso, tenemos una linea recta,
, lacualeslagréfica de la funcion

]

)
11

{7
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Como la funcign f(x) es lineal

» tenemos que una primitiva de la funcign f(x) esta dada por

F(x):hx+;‘hx2+c.
25

Finalmente, por |3 segunda parte de} teorema fundamentai del calculo tenemos que,

; h hb
=P',[ - = —-_h? — =
[f(x}dx F(b) F(0) (hb be +c) (0+c) >

Esdecir, el drea de un tridngulo rectangulo de base yaltura hes 2
con la férmuyl

o cual coincide
2 que conoces desde |3 primaria,

Esimportante que notes que el Papeldela constante ¢ no influye para nada cuando
Se quiere determinar [ integral definida.

Veamos el siguiente ejempl
fix)=xde 0 a1, Previamen
casi seguros de que el
tenemos la funcién

¢. Vamos a determinar el
te habiamos visto al
area era de 1/3. Vamos

area bajo la curva de la funcién
gunas aproximaciones y estabamos
a hacer al calculo exacto, para ello

yuna primitiva de la funcign es

Fix)=Lye.
3
Por la segunda parte del

teorema fundamental del célculo tenemos que,

1

ff(X)dx=F(1)-F(o)=

0

Lo cual corrobora nuestra primera aproximacién,

Para finalizar la leccion, es importante destacar que:

« Sivas a utilizar primitivas

para determinar una integral
la constante c es igual

definida, puedes asumir que
a Cerg, eso te facilitard un poco |

as cuentas.
@ Debes determinar de manera corrects la

S primitivas, si estin mal, entonces tus inte-
grales definidas también van 3 estar ma

Visita la liga http://bkmrt.com/AYQ?bG,

Para hacer un repasc del
del caiculoy las integrales definidas.

teorema fundamental




Determina las siguientes integrales definidas. En tu cuaderno escribe todas las
cuentas y sé preciso con las propiedades y teoremas que uses en cada paso.

1
fx2+8x—1d)<= R e

-8

-9

fx—;\z+2x—4d,= B S

-15

}ycos(x)+4dx =
0

fxsen(x)+cosz(x\,dx= O

/
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En la imagen de la izguierda tenemos una secante
y como podemos apreciar, podemos construir un
triangulo recténgulo de base L, altura Ay e hipote-
nusa As. En este caso, por el teorema de Pitagoras
tenemos que

v _ | 2
L\sz,\fozﬂLAyz:Ax,\/H(%) =Axy1+(m,, ),

donde m, es la pendiente de la recta secante.

su longitud es:

La longitud sale al tomar cada vez mas secantes, de esta forma la longitud del arco
ada por

S=tims, = [ JL+{F) o

K

Recuerda que en el fondo, {a integral definida es una suma infinita por eso al tomar los
limites sale una integral y como la derivada es la pendiente de la recta tangente en un
puinto, por eso m, se reempiazo en et limite como £{x).

Veamos un ejemplo. Calculemos ia lon ! de la hipotenusa de un tridngulo de base 3
y de altura 4. En este caso, la hipotenusa es la grafica de la funcion f(x)=4-4x.

Por nuestra formula anterior, tenemos que la longitud de la hipotenusa esta dada por

Lo cual coincide con lo que esperabamos por el
teorema de Pitagoras.

Para finalizar la leccion es importante recalcar:

. Para determinar las integrates involucradas en
longitud de arco, generalmente tendras que
usar cambios de variable trigonométricos asi
que asegurate de aprender bien el método y
tener tus tablas de integrales a mano.

El primer paso para resolver los problemas es
tener la funcidn que parametriza el arco, es aqui
donde deberas leer con detenimiento el proble-
ma para construir la funcidn involucrada.

[

o,
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fe
e
= 4 Realiza lo que se pide.
is , .
- 4. Hallalalongitud de la curva dada por la funcién
4 2
f(t)=—t2,
t) 3
con ten elintervalo cerrado de 0 a 2.
2. Usando longitud de arco determina el perimetro de un cuadrado de lado d.
e 3. Determina el perimetro de un tridngulo cuyos vértices estan en (-1,0),(2,0)y (8, 0)
usando las férmulas de longitud de arco.
4. Calcula lalongitud de arco de la curva dada por la funcidn
flt) = 48,
2 .
conten elintervalo cerrado de 1 a 10.
5. Calculalalongitud de la curva x2 +y?*=16enelintervalo[1, 3].
Nota: Pasa la ecuacién a una funcién y considera sélo iméagenes positivas.
s 6. Calcula la longitud de la curva dada por la funcién
" 4 2
f(x)=—)£~+£— )
2 16 ,,
en elintervalo %
F EJ
2°2]
7. Usando longitud de arco determina el perimetro de un poligono de n lados y con §
apotema a. Nota: Realiza en tu cuaderno una serie de dibujos y no pienses en el pro-

blema completo, calcula la longitud de un lado y luego, usando operaciones basicas,
obtén el resultado final.

W

@

@3

&. Unaparticula se mueve describiendo una trayectoria dada por la gréfica de la funcién

W

Determina cudl es la distancia recorrida por la particula después de
¢ Cinco minutos.

» Diez minutos.

e Treinta minutos.

- e Una hora.

.




Ahora que tenemos una interpretacion geométrica de la integral definida, podemos rea-
lizar cada vez ejemplos mas complicados. Veamos un ejemplo concreto.

Consideremos las funciones

|
Y

3% i
%li
\

flx) =x*y glx)=-x*+8.

Las graficas de ambas funciones delimitan una region roja
cerrada tal y como se muestra en laimagen de la izquierda.
;Cémo podemos determinar el area de esa regién?

Para responder a esta pregunta, es importante que obser-
ves las imagenes.

Laimagen de la izquierda corres-
ponde al area bajo la curva de la
funcién g(x) y el de la derecha al
de la funcién f(x). En este caso ob-
serva que si a la primera imagen
le restamos el area de la segunda

Finalmente como

imagen, obtenemos la regién que
nos interesa. Por lo tanto, la re-
gién que nos interesa es

1, 1,
Flx)==x G(X)=~=x"+8x,
(x) 3 y G{x) 3

son primitivas de las funciones f(x) y g(x) tenemos que por la segunda parte del teorema
fundamental del calculo

fg(x)dx—ff(x)dx=G(2)—G(—2)—(F(2)—F(—2>)=@_(E)=%'

3 3 3

Veamos otro ejemplo. En este caso considera las funciones

fix) =xy glx) =x*.

Vamos a calcular el drea delimitada por ambas regiones y el primer cuadrante. En ia
imagen siguiente tienes una ilustracién del area.

Par
igu

Fin

sor
fun
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Para localizar los puntos donde las curvas se cortan, debemos encontrar un punto x que
iguale a las funciones fy g, es decir, que cumpla la ecuacion

x=x.

Como las soluciones son positivas, ya que estan en el pri- 1
mer cuadrante, tenemos que los puntos donde ambas gra- o -
ficas se cortan son (0, 0) y(1,1).

086 -

Igual que antes, observa las dreas bajo la curva de la fun-  °
cionfyg. 0

De esasimagenes observamos que el 4rea que nos interesa 71 2 4 08 w5 3
es ladiferencia del drea de lafun- 1Y e R\ /
cion fix) respecto a la funcién g(x). Ve |

Por lo tanto, el 4rea es

0.8

Finalmente como

1, 1,
Flx)==x G(X)==x*,
()2 y ()4

son primitivas de las funciones f(x) y g(x) tenemos que por la segunda parte del teorema
fundamental del calculo

Betividad ¢

4 Determina el area delimitada por las curvas:

Lo flx)=x vy g(x):—:—xz. 2. f(x)=x y g{x)=x>.
2. fx)=sen(x) y g(x)=ax-x 4. flx)=Jx+1 y g(x)=x-1.
E f)=vV1l-x y g(x)=+vx+1. & fX)=~x+4 y g(x)=+/x+2.

To f(x)=v/x+1,g(x)=x+1yelejeX. 8. f(x)=1-x,x=0yg(x)=e"~e.




F)=x{x=1}{x-3){x=6), x=0yx=T. 1. El area de un circulo de radio 1. Nota: El
: ' area que buscas estd compuesta por dos
piezas, cada una delimitada por el gje X.
Deberas usar tus identidades trigonomé-
tricas.

tealiza en tu cuaderno cada uno de los dibujos de cada problema y marca las regiones qgue

te interesa calcuiar,

vy

,usando la integral también podemos calcular vollimenes.

unque es necesario ser mas cuidadoso con algunas cosas,
nos enfocaremos con un tino especial de objeto, los lamados

que se obtiene mediante la rotacidn de unasuperficie plana

Slidos de revolucion. En este caso podemos
0 esa rotacion obtenemos:

7 : n los solidos de revotucion,
iniciamos con una figura plana y rotandola
obtenemos un cuerpo con volumen. Como
sterminar gué solido de re-
iede ser dificit de imagi-
que adquieres después

;Como pndemos determinar el volumen de
vin solido de revolucién?

altura

La respuesta depende del eje de rotacion. £n
general, tenemos dos ¢a350s.

De tridngul a cono.
by N S,
] Demediocirculo @ a esfera.
Deunrectangulo = a cilindro.

Ro

Cu
sol
sol
tor

Sii
vas
en

dor
cac

Rot

Cue
sob
soli
ton
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Rotacién respecto al eje X

Cuando tenemos una superficie definida
sobre un intervalo [a, b] y consideramos el
sélido de revolucién respecto al eje X, en-
tonces el volumen esta dado por

b
T f F2(x)dx,

donde f(x} es la funcién que delimita la su-
perficie dada.

Si la superficie esta delimitada por dos cur-
vas, como en la leccién anterior, la fdrmula
en estecasoes

fr}fz(X%gZ(X)dx,

donde fy g son las funciones que generan
cada curva.

Rotacion respecto al eje ¥

Cuando tenemos una superficie definida
sobre un intervalo [0, b] y consideramos el
solido de revolucién respecto al eje v, en-
tonces el volumen estd dado por

b
anxf(x)dx,

donde f{x) es la funcidén que delimita la su-
perficie dada.

Si la superficie estd delimitada por dos cur-
vas, como en la leccidn anterior la férmula
en este caso es

anx(f(x)—g(x))dx,

donde fy g son las funciones que generan
cada curva.

Vemos un ejemplo. Consideremos la funcién

flx)=v1-x.

Vamos a encontrar el volumen del sélido de revolucidn con respecto al eje X. Enla Figura
3.12 puedes observar la gréfica de la funcién la cual estd delimitada porelintervalo [-1, 1].
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Unavez que tenemos las férmulas para determinar el volumen de sélidos de revolucidn,

podemos resolver problemas méas complejos. Veamos un ejemplo.

Tenemos una maceta de 64 cm de altura que fue construida a través de una pardbola

con vertice en el origen y con foco en punto (0, 1). L
mos que tiene una fuga de forma que

¢ Alos cinco minutos el nivel del agua ha bajado 5 cm.
¢ Ala media hora sélo tenemos 4 cm de agua.

Vamos a determinar:

1. Elvolumen total de agua.

2, Lacantidad de agua que perdimos a los 5 v 30 minutos.

lenamos nuestra maceta y observa-

El problema implicitamente dice que el florero es en realidad un sélido de revolucidn,
asi que lo primero que necesitamos es encontrar con la funcién fx) que delimita la re-

gion que nos interesa. En este
caso, como tenemos una para-
bola con vértice en el origen y

\

con foco en punto (0, 1) conclui-

P

mos que la funcién es 604 o

50
fx) =2, ;

404 -

En la siguiente imagen puedes %

apreciar la grafica de la funcién 30

flx). Como la maceta tiene una

L 20-
altura de 64 cm, concluimos que

la grafica estd delimitada por el

intervalo [-8, 8], es un sélido de

revolucion es respecto al eje Y y
ademas, la regidn roja nos gene-
ra todo el volumen.

Con esto tenemos que el volu-
men total de agua en el fiorero es
27 f xf(x)cx =27 [ x dX=27£’Z(4096)=4048m

o 0 ’

Con esto concluimos que nuestro florero tiene un volumen de 20487 cm?.

Eje: Pensamiento y
lenguaje variacional

Te invitames a que consul-
tes el cddigo QR para hacer
uri repaso del volumen de
sélidos de revolucién.

bkmrt.com/mﬁhyOp




Después de 5y 30 minutos, perdimos cier-
ta cantidad de agua, en la siguiente ima-
gen puedes apreciar los niveles de agua.

este, tenemos gque el volumen de
uaatosbyalos 30 minutos es

e 3481 :

V=2a i x'="""n V=211 x>=8r.
574 Jo( bl E f

Por lo tanto, la cantidad de agua que per-

dimos a los 5y 30 minutos estd dada por

{a diferencial del volumen total menos el

volumen a los 5y 30 minutos, es decir

7=,y 20487 -8 =20407.

Veamos otro ejempic. Considera un tro-

Y , )
180 ; , A feo generado por el sélido de revolucion
' generado por la funcion
160
140 | o S I fix) = 4mx,
120 o
tomando como eje de revolucioneteje X.
100
80 , o Empezamos a llenar el trofeo y a los 5
€0 minutos tenemos 10 ¢m de altura de
P aguay a los 10 minutos tenemos 15 ¢cm
40 4 de aitura de agua.
20 :
X Vamos a determinar el volumen prome-
01 2 4 8 10 14 1¢ dio conia que se llena. Para ello, primero

Por la imagen de arriba ohservamos que nos interesa determinar el volumen del solido

r
i

delimitado por el intervaln 10,101y 10,151, De esta forma tenemos gque

- . 16000 . VI ,
Vo=miidoxyde="0mm y V.= frf!\dt;?x Ve =180007".
' o >y - J

n

Elvolumen nromedic es ef cambio de volumen respecto al tiempo, por lo tanto el volu-

men promedio es

@
.

-
i

o
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Eje: Pensamiento y
lenguaje variacional

4 Resuelve el siguiente problema. Realiza en tu cuaderno todas las operaciones.

Tenemos una cubeta cilindrica que fue construida a través de un rectangulo de altura
de 50 cm. Llenamos nuestra cubeta y observamos que tiene una fuga, de forma que

» Alos cinco minutos el nivel del agua ha bajado 10 cm.

= Alamedia hora sélo tenemos 7.5 cm de agua.

Determina;

« Elvolumen total de agua.

¢ Lacantidad de agua que perdimos a los 5y 30 minutos.

g © Lacantidad de agua que perdimos en promedio.

Actividad de aprendizaje 8 Frodustos esperados

4 Considera un cono generado como un sélido de revolucién de altura h y deradior.
Empezamos a llenar el cono y

¢ alos 5 minutos tenemos 8 cm de altura de agua.

¢ alos 10 minutos tenemos 16 cm de altura de agua.

s alos 15 minutos el cono se llend.

Determina cuanta agua tiene el cono en cada una de las tres mediciones. Con estas
mediciones, analiza si el flujo de agua era constante o no.

Escribe todas las respuestas, procedimientos, ideas y dibujos en hojas aparte, que
deberas anexar a tu portafolio de evidencias.

&

ven el diaa dia

La alfareria toma como base la idea de construccién de
s6lidos de revolucién.

El uso del torno para realizar piezas de metal, de igual v
nera, usa dicho concepto.

Para la realizacion de modelos en tercera dimensién ta:
bién es fundamental el uso de curvasy la revolucion sok
un eje.




Yelocidad {aceleracion]
instantanea.

Velocidad (aceleracion)
instantanea es la que tiene
el cuerpo en un instante
especifico, en un punto de-
terminado de su trayectoria.

12

En tu curso de Calculo diferencial viste que la derivada tenia una interpretacién muy

sencilla en mecanica. A modo de resumen, tenemos la tabla

desplazamiento respecto al tiempo la velocidad instantanea

velocidad respecto al tiempo la aceleracidn instantanea

Ahora, el teorema fundamental del calculo nos dice que la integral y {a derivada son dos
operaciones contrarias (salvo una constante), de esta forma tenemos que

aceleracién respecto al tiempo ‘ ~ lavelocidad del tiempoaab.

velocidad respecto al tiempo el desplazamiento deltiempoaab.

De esta forma, podemos describir por completo el
movimiento de un objeto en el espacio. Veamos un
ejemplo.

Un objeto se mueve con movimiento rectilineo y su
velocidad en el instante t estd dada por la funcién
v(t) =282 - 5t

Determina

+ el desplazamiento del objeto durante los prime-
ros cuatro segundos.

» {a distancia recorrida durante ese tiempo.

« la aceleracidn instantdnea a los cuatro segundos.
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Por la segunda tabla, observamos que la integral de la funcién de velocidad nos regresa
el desplazamiento, por lo tanto el desplazamiento durante los primeros cuatro segun-
dos es

4 4
fv(t)dt=f2t2—5tdt=2(%)_5<5)=§,
0 0 3 2 3

Para resolver el segundo punto, es importante observar la grafica de la funcidn v(t).
Comoen elintervalo [0, 2.5] la funcidn v(t) es negativa, eso quiere decir que el objeto te-
nia velocidad negativa, es decir, se movia en sentido contrario al sistema de referencia.
Para determinar la distancia, lo que tenemos que hacer es calcular el drea absoluta bajo
la curva, de esa manera omitiremos el signo negativo de la velocidad.

Asi, la distancia recorrida durante los primeros cuatro segundos es

4 25 4
f[v(t)wt:f_v(t)dt+fv(t)dt=~(~1—25~)+@.=ﬁ=E.
0 0 25 24 24 24 12

Para finalizar con este ejercicio, debemos recordar que la derivada de la velocidad es la
aceleracion, por lo tanto la aceleracién a los cuatro segundos es v(4) =16 - 5= 11,

La integral definida también juega un papel muy importante en la nocién del trabajo y
fuerza. En mecanica clésica, se dice que una fuerza realiza trabajo cuando hay un des-
plazamiento de su punto de aplicacion. El trabajo de la fuerza sobre ese cuerpo serd
equivalente a la energia necesaria para desplazarlo.

Vamos a analizar el concepto de fuerza. La idea intuitiva que debes tener en mente es
cuando empujas una caja en el piso. Para empujar la caja debes ejercer cierta cantidad
de fuerza F(x,) y como resultado, {a caja se movera una distancia Ax,. De esta forma, el
trabajo realizado sera

De esta forma, si lo que uno quiere es deter-
minar el trabajo necesario del momento g al
b tenemos que

Veamos un ejemplo concreto. Un resorte tie-
ne una longitud en reposo de 8 centimetros.
Siuna fuerza de 20 N estira el resorte medio
centimetro, determina el trabajo realizado al
estirar el resorte de 8 a 11 centimetros,

Eje: Pensamiento y
lenguaje variacional

ingresa a la liga para hacer
unrepase delaleyde
Hooke.
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Por la ley de Hooke tenemos que F = kx. En este caso, como x = 0.5 cm, entonces cuando
lafuerza Fes 20 N tenemos que 20=%, es decir, k = 40.

Con esto concluimos que F = 40x, por lo tanto el trabajo necesario para estirar el resorte
de 8 a 11 centimetros estd dado por

11-8 3

f 40xdx=40fxdx=180.
0 0

Las siguientes dos secciones son aplicaciones de la integral ligeramente mas complica-
dasy por eso sélo se mencionaran, pero no veremos ejercicios ni problemas al respecto.

La densidad es una magnitud referida a la cantidad de masa en un determinado volu-
men de una sustancia o un objeto sélido. La densidad media es la relacién entre la masa

m

de un cuerpoy el volumen que ocupa en el espacio y esta dada por la formula p =
De esta férmula, integrando obtenemos que m=f,0dV.

Es decir, la masa en un medio la determinamos por las variaciones de la presion respec-
to al volumen.

Algunas caracteristicas naturales como el habitat o la cantidad de alimento inhiben ©
alientan el crecimiento de las poblaciones. Si supones que P representa la poblaciony
M la poblacién maxima ideal, tenemos que

dp
Ji———,
P(M-P)

donde a es una constante de la poblacién.

Responde en tu cuaderno cada uno de los siguientes problemas. No olvides hacer
todos los pasos, justificar tu razonamiento y hacer las graficas correspondientes.

Un objeto se muevey su velocidad en el instante t estd dada por lafuncion v(t) =t>-5
Determina:

a. Eldesplazamiento del objeto durante los primeros diez segundos.
h. Ladistanciarecorrida durante ese tiempo.
¢. Laaceleracién instantanea a los cuatro segundos.

d. Describe el movimiento del objeto.

En
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Eje: Pensamiento y
lenguaje variacional

2. Un objeto se mueve, iniciando en reposo, y su aceleracién al origen se comporta de
manera lineal con pendiente uno. Determina:

a. Eldesplazamiento del objeto durante la primera hora.
b. Lavelocidad del objeto durante la primera hora.

¢. Ladistancia recorrida durante ese tiempo.

d. Describe el movimiento del objeto.

3. Unresorte tiene una longitud en reposo de un decimetro. Si una fuerza de 100 N es-
tira el resorte dos centimetros, determina el trabajo realizado al estirar el resorte de
uno a dos decimetros.

4. Elabora una infografia acerca de la ley de Hooke, densidad y del modelo de creci-
miento poblacional.

En la seccidn anterior vimos cual era el uso de la integral definida en varias aplicaciones
de la vida diaria. Ahora veremos qué sucede con la integral indefinida y su relacién con
la cinematica.

En la seccién previa vimos que la relacién entre la aceleracion, la velocidad y la integral
se puede resumir en la tabla.

aceleracion respecto al tiempo la velocidad del tiempcaa b. I

velocidad respecto al tiempo el desplazamiento del tiempo a a b. }

Con esto, podemos asumir que

¢ La integral indefinida de la funcién de aceleracién nos devuelve {a funcién de
velocidad.

¢ La integral indefinida de la funcién de velocidad nos devuelve la funcidn de
desplazamiento.

Veamos un ejemplo. Imagina que una particula que inicia a cinco unidades el origen
tiene una velocidad dada por la funcién v(t) = 5sen(2t).

Vamos a determinar la funcién de desplazamiento y a analizar su grafica.
Como la funcién V(t)=—§cos(2t) es una primitiva de la funcion v(t), tenemos que

fv(t)dt=~—gcos(2t)+c.
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Eje: Pensamiento y
lenguaje variacional

Por lo tanto, la funcidn de distancia es

d(t)=—l-t5+~l—t3+£t2.
20 3

Puedes corroborar que la gréfica de la funcidn d(t) es la Figura 3.19.

Como puedes apreciar, la integral y la derivada son dos herramientas de la matemati-
ca, fundamentales para la fisica y no debes sorprenderte, Newton y Leibniz inventaron
el calculo diferencial e integral, motivados por entender los fenémenos de velocidad y
aceleracion instantanea.

Para finalizar el [ibro, te invitamos a que hagas un repaso del material visto, te puede
ser (til en algunas circunstancias y, sobre todo, si estudias alguna ciencia exacta o una
ingenieria.

< Responde en tu cuaderno cada uno de los siguientes problemas. No olvides hacer
todos los pasos, justificar tu razonamiento y hacer las gréficas correspondientes.

1. Una particula que inicia a dos unidades del origen tiene una velocidad dada por la
funcidn

Determina la funcién de desplazamiento, de aceleracién y analiza el movimiento de
la particula.

2. Un objeto que inicia con una velocidad de 10 cm/s y a una distancia de dos cm del
origen viaja en el espacio, y rompiendo todas las leyes de la fisica tiene una acelera-
cién dada por

alt) =et+t

Determina la funcion de desplazamiento, de velocidad y analiza el movimiento de la
particula con las tres graficas.

Actividad de aprendizaje 11 Productos esperados #ﬂ

4 Un objeto que viaja en linea recta con una velocidad constante de 8 m/h y a una
distancia de 20 cm del origen viaja en el espacio Determina la funcién de desplaza-
miento, de velocidad y analiza el movimiento de la particula con las tres graficas.

Realiza todas tus cuentas en hojas aparte y las gréficas en papel milimétrico. Al final,
elabora un resumen con todas tus ideas acerca del movimiento de un mévil en linea

recta con velocidad constante.,




4 Responde los ejercicios usando lo aprendido en este parcial.

1. Dadalafuncion f(x) = x* - 2x, calcula la suma de Riemann paran=2,4, 8,16,32y 64,en .
el intervalo [0, 5]. Y con base en la tabla, calcula la integral definida de dicha funcién
de0a 10. ‘

2. Realiza una grafica que presente el drea bajo la funcidn del ejercicio anterior.

3. Determina las siguientes integrales definidas. En tu cuaderno escribe todas las cuentas
y sé preciso con las propiedades y teoremas que uses en cada paso. '

10
a. fx2+x+ldx
[}

e

f(lnt—3)3dt £ f2"x2dx

1 2

B} 2m e
fcos(lnx)dx= h. fcos(x)+4ydx t fe2x+lnxdx
1 1] 1

4. Calculalalongitud de arco de la curva dada porla funcion f(t) = 9%, con ten el intervalc
cerradode0a5.

5. Determina el rea delimitada por las curvas:
fx) =x2y glx) = 4.
6. Calcula el volumen de una esfera de radio 4R. Realiza la grafica que determine la fur

cién que usarias para girar y sobre cual de los ejes seria, si quisieras formar la esfera
mediante sélidos de revolucidn. '

7. Tenemos un tinaco cilindrico que fue construido a través de un rectngulo de altura
100 cm. Llenamos nuestro tinaco y observamos que tiene una fuga, de forma que

# A los cinco minutos el nivet del agua ha bajado 20 cm.

+ Ala media hora sélo tenemos 15 cm de agua.
Determina:

s El volumen total de agua.

¢ |a cantidad de agua que perdimos a los 5y 15 minutos.

s La cantidad de agua que perdimos en promedio.

8. Un objeto que viaja en linea recta con una velocidad constante de 1 km/h y a un
tancia de 100 m del origen viaja en el espacio. Determina la funcién de desplaza
to, de velocidad y analiza el movimiento de la particula con las tres graficas.




En la Gltima actividad de Construye-T vimos la impor-
tancia de la musica y cémo te puede ayudar a relajar-
te. ;Crees que haya una relacién entre la misica y la
matematica? Contrario a la intuicién, resulta que si,
cualquier misico debe saber matematicas. La misi-
ca y la matematica han estado en contacto desde la
antigua Grecia, por ejemplo Pitagoras estudio mdsica
buscando entender por qué las cuerdas suenan dife-
rentes, seglin qué tan tensas estén. Concluyé que la
musica y la matematica tenfan que estar unidas y co-
menzé con el estudio de la armonia.

Hoy en dia, incluso hay varios misicos famosos exper-
os en matematicas, por ejemplo:

= Johnny Buckland de Coldplay tiene un titulo en
Matematicas.

Philip Glass escribié una épera entera, basada en
matematicas titulada: Einstein en lg playa.

Brian May de Queen tiene un doctorado en Astro-
fisicay un titulo en Matematicas.

Dan Snaith de Caribou tiene un doctorado en
Matematicas.

- Ethan Port (Savage Republic), Phil Alvin (The Blas-
ters), Gregg Turner (Angry Samoa ns), todos tienen
un titulo en Matemiticas.

omo puedes ver, es imposible separara las matemati-
a5 de la mUsica, asi que no dudes en usarla para rela-
rte, motivarte o incluso, para descubrir nuevas cosas.

iComo administras el tiempo para tus pasatiem-
Posy tus estudios o tu empleo?

Una vez que hayas decidido estudiar una carrera
universitaria, ;podrias dedicar tu tiempo a otra ac-
tividad o profesién?

iCudles son los aspectos o las caracteristicas que
consideras importantes al elegir tu carrera univer-

_ sitaria? ;Cuales al elegir un pasatiempo? ;Son las
mismas?




En esta ocasién, vamos a intentar obtener formulas para la caida libre,

Punto inicial , . . -
para ello, bajo la supervision de tu profesor, vamos a realizar la actividad.

En esta actividad necesitas: una pelota, un celular que grabe (de prefe-
rencia en camara lenta), un segundero.

Determinen una distancia desde la cual dejaran caer la pelota (por ejem-
plo, metro y medio). Una vez que tengan la distancia, coloquen marcas
de referencia a la misma distancia (por ejemplo 10 cm, y asi tendrian 15
marcas).

Desde la distancia que eligieron, dejen caer la pelota. Graben como cae
la pelota y el tiempo que le llevd. Usando las marcas y el segundero o
la grabacion, determinen ta velocidad promedio de la pelota entre la
mayor cantidad de marcas posibles.

;La distancia recorrida coincide con la distancia que recorre la pelota? Expliquen por qué pue-
de que su medicion sea incorrecta

Ahora deriven su funcién v(t)

alt) =

;Obtuvieron algo cercano a la constante de gravedad? Expliquen por qué puede que su med
cién sea incorrectay por qué deberia ser la constante de gravedad lo que deberia salir.

Al final, elaboren un escrito con todo lo que obtuvieron de esta actividad y guardenlo en
portafolio de evidencias.

Modelacidn y analisis de situaciones cotidianas

Por naturaleza, el humano es curioso y trata de darle una
explicacion a las situaciones que se le presentan, por lo
que las matematicas, como base, son una herramienta
muy poderosa para este fin. '

El uso del internet y de las-redes sociales ha traido consi-
8o elanalisis del crecimiento poblacional en dicho medio,
asi como la dindmica que se presenta entre los usuarios
de estas. Dicho comportamiento es equ:valen’ce al gue se

da entre las bacterias.




El crecimiento de la bacteria RH2134 por hora
se muestra en a tabla,

¢Cudl es la ecuacién con I3
salario?

A. y=1500x

b. y=1500x+1500

€. y=3000-1500x+1500x2
d. ¥=3000+1500x - 1500%2

Sif)=x’+x+1esla regla de correspondencia,
entonces el resultado de f2) - f0) es:

que se calcula un

a. -6 b. 0 € 6 d. 12

La distancia que recorre un tren durante cierto
intervalo de tiempo esta dada por la tabla:

¢Qué expresién algebraica es la que se asocia a
la distancia recorrida poreltren?

a. y=5x b. y=5x-5

¢ y=5x+5 d. y=x2-5x+5

En una tienda de videojuegos y accesorios en |i-
nea, la tabla muestra la cotizacién de un control
de con

¢Cuales la expresién con I3 que se determina el im-
porte de un pedido?

2. -10x*+180x-3y =0
~10x% - 180x - 3y =
10x*+180x - 3y =0

d. ~10x2+180x + 3y =0

2. Cierta compafiia productora de tabletas genes
Cantidades de producto presentadoen |3 tabl,

Segtin lo anterior, icudl es la pendiente ¢ la
cidn que describe esta situacién? '

a. 19 b. 20 €. 25

SifX)=x+22-1esla regla de correébo
éntonces el resultado de f(3) - f(2) es:

a. 19 b, 20 €. 29

Juan registrd en un partido de beisbol de
pafieros la distancia y el tiempo de |
tabla presenta la distancia que recorri

¢Cudles lareglade correspondencia e
po transcurrido y la distancia recorrida

& 15t-10 b, 25t-30

Pedro acaba de comprar una
de acetato en la que puedeng
La tabla presenta el registro de
minuto de ambos discos, girand

€ 94/5-d +24=0 g o,




Resolucidn situaciones
del llenado de
recipientes con fiujo
constante

Encontrar la posicion
de un movil que se
desplaza en linea
recta con velocidad
constante

Las situaciones presentadas son acordes con el tema visto.

Se apoya la informacion con gréficas claras.

. Se da una conclusién significativa.

Se presenta un grafico que describe la situacion.

El célculo realizado es correcto y puntual.

Al cdlculo le acompafia una conclusion puntual.




Resuelvo problemas
Entiendo el significado de concretos relacionados
la integral definida conel  con el concepto de
area bajo la curva. integral definida con el

area bajo la curva.

Reconoce el significado de la
integral definida con el area bajo
lacurva

Comprendo el concepto
deintegral definida.

Resuelvo problemas
Comprendo el concepto  Entiendo la refacidn entre  concretos usando la

Y|sual|za la .re-laaon entre area e deintegral definidayel laintegral definiday el relacién de la integral
integral definida . ) . . . . ;
de érea bajo la curva. area bajo la curva. definiday el 4rea bajo la
curva,

Determino limites para
obtener integrales
definidas mediante el uso
de sucesiones.

Entiendo la relacién entre
las sucesiones y su uso en
el concepto de limites.

Utiliza sucesiones y limites para  Entiendo el concepto de
obtener integrales definidas sucesionesy de limite,
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